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INTERACTION DE DEUX CHOCS POUR UN SYSTEME DE DEUX
LOIS DE CONSERVATION, EN DIMENSION DEUX D’ESPACE

GUY METIVIER

ABSTRACT. The existence of shock front solutions to a system of conservation laws in
several space variables has been proved by A. Majda, solving a Cauchy problem,
with a suitable discontinuous Cauchy data. But, in general, the solution to such a
Cauchy problem will present N singularities, N being the number of laws. In this
paper we solve (locally) this Cauchy problem, with a Cauchy data which is piecewise
smooth, in the case where all the singularities are expected to be shock waves.
Actually the construction is written for a system of two laws, with two space
variables and similarly, for such a system, the same method enables us to study the
interaction of two shock waves. The key point, in the construction below, is the
study of a nonlinear, free boundary Goursat problem.

1. Introduction. Dans [8] A. Majda a construit des chocs pour un systeme de lois
de conservation:

ou <« 0
E‘*— ; Ej(u)—o
Jj=1 J

en résolvant le probléme de Cauchy pour une donnée initiale discontinue a travers
une hypersurface, convenablement choisie. Mais, en général, la solution de ce
probléme de Cauchy va présenter N singularités, ondes de choc ou de raréfaction,
issues de la discontinuité initiale (N étant la dimension du systéme). Dans ce travail,
on a d’abord voulu mener au bout la résolution de ce probléme de Cauchy, dans le
cas ou 'on s’attend a ce que la solution ne présente que des chocs, et dans le cas le
plus simple d’un systéme 2 X 2 en dimension d’espace n = 2 On obtiendrait un
résultat analogue pour des dimensions supérieures, en remarquant toutefois que les
hypothéses de stabilité imposées, requiérent que n < N. Par ailleurs, la présence
d’ondes de raréfaction sera étudiée ultérieurement.

De méme que A. Majda raméne la construction d’un choc, & un probléme mixte
hyperbolique a frontiére libre, nous raménerons la construction de ces deux chocs
issus d’une méme surface initiale, a la résolution d’un probléme de Goursat non
linéaire, a frontiére libre.

Le deuxiéme but de ce travail est d’étudier, dans mémes conditions N = n = 2,
I'interaction ou le croisement de deux chocs. Ce probléme reléve des mémes
techniques que le précédent, et on le raménera lui aussi, au méme type de probléme
de Goursat.
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La démarche adoptée est la suivante: on part d’une situation modéle, concernant
des chocs plans, puis on perturbe cette situation, grace a des hypothéses de stabilité.
En particulier, la notion de stabilité uniforme des chocs, introduite par A. Majda [7],
est primordiale pour ce travail. Cette démarche est particuliérement justifiée dans
I’étude des chocs faibles pour un systéme strictement hyperbolique, vraiment non
linéaire; en effet, dans ce cas, ’étude des chocs plans est entiérement faite par P. D.
Lax [5], alors que les hypothéses de stabilité sont automatiquement satisfaites (cf.
Appendice A).

Le plan de ce travail est le suivant: au paragraphe 2 on énonce les résultats
concernant le probléme de Cauchy et le probléme d’interaction. Au paragraphe 3, la
démonstration de ces résultats est ramenée a celle d’un théoréme d’existence pour un
probléme de Goursat dans un diédre; ce théoréme est énoncé au paragraphe 3.3. La
construction de la solution se fait selon le schéma suivant: par développement de
Taylor le long de l'aréte du diédre, on construit d’abord une “solution approchée”.
Le paragraphe 4 prépare a cette construction. On est alors ramené a résoudre le
probléme de Goursat dans des espaces de fonctions plates sur I'aréte. Les résultats
techniques concernant ces espaces sont regroupés au paragraphe 5. On étudie alors
un probléme linéarisé (paragraphe 6), et on conclut par un schéma itératif (para-
graphe 7), semblable a celui utilisé par A. Majda [8].

2. Enonce des résultats.
2.1 Probléme de Cauchy. Considérons un systéme de la forme:

(2.1.1) %—‘t‘+%f(u)+%g(u)=o

ou I'inconnue u = (u;,u,) est une fonction des variables (z, x, y) € R%, a valeurs
dans R?, et ou f et g sont des fonctions C* de R? dans lui-méme. Nous noterons
A(u) et B(u) les matrices f’(u) et g'(u), et dans toute la suite nous ferons
I’hypothése de stricte hyperbolicité suivante:

(Hy) pour tout u € R?, tout (£,1) € R*\ 0 la matrice £4(u)
+mnB(u), a deux valeurs propres réelles distinctes.

Nous posons d’abord le probléme de Cauchy pour (2.1.1) avec une donnée
initiale:

(2.1.2) uli=0 = U,

discontinue 2 travers une courbe S,. Nous nous plagons sur un voisinage  C R
d’un point (x,, y,) € S,, partagé en deux composantes w, et w_ et nous notons u§
les restrictions de u, 4 w,. Nous supposons que S, est C* et que les fonctions
sont C* sur @,. Pour fixer les idées on peut choisir les coordonnées de sorte que
(x9> Yo) = 0,-S, soit d’équation x = @,(y) avec @y(0) = ¢p(0) =0, et que w,=
{(x,p) € w| £(x — ¢o(»)) > 0}.

Notre but est de donner des conditions raisonnables qui permettent de construire
une solution de (2.1.1), (2.1.2) sous forme de deux ondes de choc issues de la courbe
S,- De fagon plus précise, nous cherchons, au voisinage de I'origine, des fonctions
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(L, y)et ¥(t, y) telles que:

o(t,y) <¥(t,y) pourt >0,
{‘P(O’)’) =¥(0,y) = o(»),
et des fonctions réguliéres u*, u~ et u®, telles que la fonction u suivante, soit
solution faible de (2.1.1), (2.1.2):

u (t,x,y) pourx <e(t,y),
(2.1.4) u(t,x,y)=u*(t,x,y) poure(t,y)<x<¥(sy),
u*(t,x,y) pour ¥(z,y) < x.

(2.1.3)

En clair, cela veut dire, d’'une part, que u*, u~, u* sont solutions classiques de
(2.1.1) dans les ouverts respectifs définis en (2.1.4), avec u* |,_, = ui; d’autre part,
que sont satisfaites les conditions de saut de Rankine-Hugoniot:

(2.1.5)

(u* =) 2+ [gu®) ~ 8] 32 = 1*) = 1) pourx = o1, ),
(u= w*) G+ [g(u®) = (] 57 = F(u) = 1) pour x = ¥(1, ).

Enfin, on veut que u satisfasse certaines conditions d’entropie, et on exige, au
moins, que soient satisfaites les conditions de choc de Lax [S, 6].
Posant

ut=ug(0,0), u* =u*(0,0,0),
-%0,0 & o=31(00).

(2.1.5) implique que
(21.6) p(u® —u™)=f(u*)=f(u"), o(u*~u*)=f(u*)-f(u*).

En fait, si ’on pose

_[u™ pourx < 0,
(2.1.7) uo(x, y) = {y* pour x > 0,
u- pourx < pt,
(2.1.8) u(t,x,y) =1{u* pourpt<x < ot,
ut  pourot < x,

alors (2.1.6) signifie que u est solution faible du probléme de Cauchy modéle, obtenu
en remplagant la donnée de Cauchy u, par u,.

Notant A;(u) et r,(u), pour i = 1,2, les valeurs propres et vecteurs propres
correspondants de la matrice A(u) (A, < A,), les conditions de chocs de Lax [5]
pour u s’écrivent:

Ax(ﬂ#) <p<M(u7), p< )\2(2#)’
M(u*) <o <Ay(u®), o> (u*).

(2.1.9) {
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Pour résoudre le probléme (2.1.1), (2.1.2) nous sommes donc amenés a4 formuler
I’hypothése suivante:

(H,) posant u* = u;(0), il existe u™® € R%, p < o tels que I'on ait
1
(2.1.6) (2.1.9).

REMARQUE 2.1.1. Cette hypothese et le fait méme, que ’on cherche u sous la forme
(2.1.4), sont motivés par le travail de P. D. Lax [5] qui a montré que si u™ et u~
restent dans un compact, pour |u*— u~| assez petits on peut trouver p, o et u®
vérifiant (2.1.6); en outre, si A(u) est vraiment non linéaire (c’est a dire si
r, grad , A, # 0 pour i = 1,2), (2.1.9) est vérifié pouf, grossiérement parlant, un quart
des (u™, u ™) (dans les autres cas la solution d’entropie de (2.1.1) avec donnée initiale
u,, ne présente qu’un seul choc, ou alors au moins une onde de raréfaction).

L’idée, maintenant, est de construire ¥ comme une “perturbation” de u; cela
conduit a faire deux hypothéses de stabilité; la premiére est la suivante:

(H,) Les chocs plans de la fonction u (2.1.8), sont uniformément,
2 stables au sens de A. Majda [7].

Cela veut dire (cf. [7]), que pour les problémes mixtes suivants:

dv av av

30 H(A™) —p) g+ B(u™) 5 =/ pourx >0,

(2.1.10) " "
(u*—z_f)§+[g(t_l*)-g(z‘)]@—(A(u*)—p)le=o=g,
%+(A(g*)—o)g—z+B(g#)g—v=f pour x < 0,

(2.1.11) g

(u*— y*)a—g? +[g(u*) - g(u*®)] g—j —(4(u*) = 0)v, =0 = g

la condition de Lopatinski uniforme est satisfaite; on renvoie a [7] ou a I'ap-
pendice A pour une explicitation de cette condition. La seconde hypothese de
stabilité se formule de la fagon suivante:

SiI'on note () et (¥) les composantes de (A(u®)—p) Wu® —u"),
(H;) et (A(u®)—o0) "(u® —u") dans la base r(u®), r,(u*), alors
IBY| < |ad].

REMARQUE 2.1.2. Si A(u) est vraiment non linéaire, dans le cas de chocs faibles,
les hypothéses (H,) et (H;) sont toujours satisfaites (cf. Appendice A).

THEOREME 2.1.3. Sous les hypothéses (H,) a (H,), il existe des fonctions ¢, ¥,
u~, u® et u*, définies et de classe C' au voisinage de I’origine, veérifiant (2.1.3), et
telle que la fonction u définie pour t > 0 par (2.1.4) soit solution faible du probléme de
Cauchy (2.1.1) (2.1.2).

2.2. Interaction de deux chocs. Etudions d’abord le cas de deux chocs plans, qui, au
temps ¢ = 0, se coupent suivant la droite x = 0: on se donne dans le passé ¢ < 0,
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une solution faible de (2.1.1) sous la forme

IR
|

pour x < o,

u(t,x,y)=<{ub poure;t <x<npt,

u*t pourp;t <x,

ou u~, u®, u* sont des vecteurs de R? deux 2 deux différents, et ou p, < 0,. On
suppose que sont satisfaites les conditions de choc de Lax.

Prolonger u pour ¢ > 0 revient exactement a résoudre le probléme de Cauchy avec
la donnée initiale (2.1.7). Le lemme suivant résulte immédiatement de [5]

LEMME 2.2.1. Supposons A(u) vraiment non linéaire. Etant donné un compact K de
R? et un réel C, il existe € > 0 tel que si les chocs de (2.2.1) vérifient (u~,u®, u*) € K3
et

%If— ub|<|u’ —u | < Clut-u’|<e

alors il existe u®, p < o satisfaisant a (2.1.6) (2.1.9).

Cela signifie que si les chocs incidents sont d’intensité comparable et suffisemment
faibles, alors, dans I’avenir (¢ > 0), on a deux autres chocs; on peut représenter la
fonction u par la figure suivante:
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Nous perturbons maintenant ce schéma, en nous donnant dans le passé ¢t < 0 une
solution faible u, de (2.1.1), présentant deux chocs R, et S;, d’équations x = ¢,(?, y)
et x = ¥,(¢, y) avec Y, < @, de la forme suivante:

u (t,x,y) pourx < ¥(t,y),
(222)  u(t,x,y)={u"(t,x,y) pour ¥i(1,y) < x < ¢y(t, y),
u*(t,x,y) poure(t,y)<x.

On suppose que les fonctions sont réguliéres jusqu’en ¢ = 0 (au voisinage de
'origine) et que les surfaces R; et S; se coupent transversalement a I'origine; on
peut supposer que ¥, = ¢, = 3¥|/3dy = 3¢, /0y = 0 a lorigine; posant p, =
(09, /91)(0,0), 0, = (3%¥,/31)0,0), on a alors p, < o,. Par ailleurs, notons u*, u® et
u~ les valeurs a l'origine des fonctions correspondantes; alors la fonction u (2.2.1)
est elle aussi solution faible de (2.2.1). Guidés par le Lemme 2.2.1, nous sommes
amenés a faire ’hypothése suivante:

(i) Les chocs de (2.2.1) sont uniformément stables au sens
(Hj) de A. Majda [7].
(i1) Il existe u™, p < o, tels que I ’on ait (2.1.6), (2.1.9).

Par ailleurs nous supposerons aussi que les hypothéses (H,) et (H;) sont satisfaites.

On veut alors prolonger la solution u pour ¢ > 0, de la maniére suivante: on
prolonge d’abord les fonctions u~, u”, u*, ¢, et ¥,; les surfaces R, et S, ainsi
prolongées vont se couper suivant une courbe S, que ’on peut paramétrer de la
maniére suivante:

(2.2.3) t=1(y);  x=er,y) =¥ y)
On aura donc
7(y) >0,
(2.2.4) ¢.(2,y) > ¥ (1, y) pourt <7(y),
¢i(t, ) = ¥,(1,y) pourt=1(y),
Pour ¢ > 7(y), on cherche la solution u sous la forme:
u (t,x,y) pourx <e(t,y),
(2.2.5) u(t,x,y)=u*(t,x,y) poure(t,y)<x<¥(sy),
u*(t,x,y) pour ¥(z,y) <x,

les fonctions ¢ et ¥ vérifiant:

o(t,y) <¥(r,y) pourt>r(y)
(226 {w, )= ¥(t.y) = ¢y(1,y) = ¥,(¢, y) pour = 1(y)

THEOREME 2.2.2. Sous les hypothéses (H,), (Hy), (H,) et (H;), il existe, au
voisinage de 1’origine, des prolongements réguliers de u~, u®, u*, @, et ¥,, des

fonctions u®, 1, ¢ et ¥ de classe C', vérifiant (2.2.4) et (2.2.6), de sorte que la
fonction u définie par (2.2.2) pour t < 7(y) et par (2.2.5) pour t > 1(y), soit solution
faible de (2.1.1).
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REMARQUE 2.2.3. Si le systéme (2.2.1) est strictement hyperbolique (vérifie (H,)) et
si A(u) est vraiment non linéaire, il résulte du Lemme 2.2.1 et de ’appendice A, que
les hypotheses (H;), (H,) et (H;) sont satisfaites pour des chocs incidents d’intensité
comparable, suffisemment faibles.

Terminons ce paragraphe en donnant une représentation de la solution (2.2.2),
(2.2.5) a l'aide du film suivant:

3. Reduction 4 un probléme de Goursat.

3.1 Probleme de Cauchy. Nous reprenons les notations du paragraphe 2.1 en
supposant les hypothéses du Théoréme 2.1.1 satisfaites: w est un voisinage de
lorigine dans le plan (x, y), @, est une fonction C* sur un voisinage de 0 dans R,
w,.= {(x,y) € w| + (x — @y(y)) > 0}, et u? sont les fonctions C* sur @,. Nous
noterons encore u# un prolongement C*® 4 w, de ces fonctions.
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Le systéme (2.1.1) étant strictement hyperbolique, il existe au voisinage de
Porigine dans R* des fonctions C*, u* (¢, x, y) et u™(t, x, y), solutions de (2.1.1) et
ayant pour données initiales:

(3.1.1) Uf_o = uj

Pour démontrer le Théoréme 2.1.3, il nous reste donc a construire des fonctions ¢
et ¥, vérifiant (2.1.3), et une fonction u¥, définie et solution de (2.1.1), sur 'ouvert
Q. = {o(t, y) < x < ¥(1, y)}, et satisfaisant aux conditions aux limites (2.1.5).

REMARQUE 3.1.1. La solution (2.1.4) ne dépend pas du choix des prolongements de
uj qui déterminent u*; en effet, les conditions de choc (2.1.9) impliquent que
p<Au")<Ay(u")et o>A,(u")>A(u"), et la restriction de u*[resp u”] a

= {x > V¥(¢, )} [resp @_= {x < @(t, y)}] ne dépend que de ug,,, [resp. ug, ]

La construction de (u®,¢,¥) est un probléme i frontiére libre, que nous
ramenons en un probléme sur un domaine fixe & = {(a, 8, y) € R3|a >0, 8 > 0},
a 'aide du changement de variables et de fonctions suivant

(3.1.2) u®(t,x,y) =v(a,B,y)
avec

_ . x—o9(1,y) _, Y(y) -«
(3.1.3) a t\I'(t,y)—q:J(t,y) t\If(t,y)—(p(t,y)’

Alors (u*®, @, V) sera solution de (2.1.1) (2.1.5) au voisinage de 0 dans Q. dés que
(v, @, ¥) sera solution au voisinage de 0 dans £ du probléme suivant

v av v

(3.1.4) Migt N+ Ba, =0
(0= v0) 52 + (g0~ s(y0)] 52 + 7o) = 10 ) =0,
(3.15) v ¥
(v+—y”v)*g-i—[g(m)—g(y"v)]w+f(y”)—f(v+)=0,
¥ 39
(3.1.6) Plio=¥lo=w0 Fo| >%| >

ou I’on a noté

(3.1.7) Yo(t,y) =0v(0,1,y)  y"(t,y)=0(z,0,y),
(318) v (t,y)=u(t,9(t,y).8) v (t,y)=u"(£,%(z,), ).

Les matrices M, N et B de (3.1.4) sont données par les formules

_ da da a

=5, ld+ 2= 4(0) + aB(U)
(3.1.9) N=2Lias 240 )+ B(v)

B = B(v),
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avec, en notant 8(t, y) = t }(¥(¢, y) — ¢(t, y))

B (Gt ) G5t B,
(3.1.10) g—;‘= (%)(aﬂi,y),
da 1

ErR T RV ) LRyt

et des formules analogues pour d8/9¢, 38/9x, 38/9y.

On peut toujours supposer que u* = 0, ce que nous ferons par la suite; en notant
¢ = (¢/»¢H) avec @’ = ¢ — @y — Pt ¢” =¥ - P, — ot, et 8(t9 )’) = t-1(¢'l - ¢,)
ona

LEMME 3.1.1. Les matrices M(v,¢), N(v,¢) et B(0) sont des fonctions C* au
voisinage de 0 dans R'?, des quantités: y, v(a, B, y), Vo(a + B, y), 8(a + B, y),
(V) a + B,y) et B(V8)a+ B,y). En outre, évaluées au point 0 € R2, ces
fonctions valent respectivement

(A(u*) - p1d), N=——(cld—A(u*)), B=B(u*).

M=
o—p

o—p

Dans ce lemme, comme par la suite, la notation V¢ désigne le gradient de la
fonction ¢.
On peut réécrire les conditions aux limites (3.1.5) sous la forme

(B111)  F(1,y,v0,9¢,¢) =0, F"(t,y,70,v¢",¢") =0,

les fonctions &’ et F” étant des fonctions C* de leurs arguments. Leurs
différentielles par rapport aux variables yv, V¢ et ¢ seront notées

F'(y'w,V‘I",\I”) = 1’——8\1, + p’a\I’ + g’V + m'y'w,
at dy
(3.1.12)
144 ’” ” ’” ’” a‘I,” a‘I,,I 7 ” n.,rn
F(yw,V\I',\I')Iat+p ay+q\I'+myw

LEMME 3.1.2. Les fonctions l’, p’, q’ [resp. m’] sont des fonctions C* des variables
t, y,Y0,Vo et ¢, a valeurs dans R? [resp. les matrices réelles 2 X 2]. En outre, pour
la valeur O de leurs arguments, ces functions valent:

F'=0; F" =0,

I'=u"—u*; ["=u*"—u*,

g = g(u )-g(u"), P =g(u*) —g(u*),
= A(u*) - m” =A(u*)-old

Nous énoncerons au paragraphe 3.3, un théoréme permettant de résoudre des
problémes du type (3.1.4) (3.1.11); on achévera ainsi la construction des fonctions
u®, ¢ et ¥ et la démonstration du Théoréme 2.1.3.
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3.2. Interaction de deux chocs. Nous nous plagons maintenant sous les hypothéses
du Théoréme 2.2.2, et nous ramenons sa démonstration a la résolution d’un
probléme (3.1.4) (3.1.11).

Par hypotheése, les fonctions u~ et u” sont C*® jusqu’en ¢ = 0; le travail de A.
Majda [8] permet de résoudre le probléme de Cauchy pour (2.1.1) avec donnée

initiale:

u (0,x,y) pourx <y,(0,y),
(3.2.1) vo(x,y) = { .

u®(0,x,y) pourx > ¢,(0,y).

En effet, les conditions de compatibilité¢ des données initiales sont automatique-
ment satisfaites, puisque ces conditions s’obtiennent par développement de Taylor
autour de ¢t = 0, x = ¥,(0, y) de I’équation (2.1.1) et de la condition de saut, et que
(u~, u®,¥)) vérifient cette équation et cette condition de saut pour ¢ < 0. Bien que le
théoréme de [8] soit énoncé avec des hypothéses globales, notemment avec une
surface de choc initiale compacte, la version locale que nous voulons utiliser ici, s’en
déduit immédiatement. On obtient donc des fonctions, notées u~, v” et ¥,, solutions
pour ¢ > 0 assez petit de (2.1.1) et de la condition de saut de Rankine-Hugoniot. En
fait, A. Majda montre I’existence d’une solution H*, pour tout s assez grand, sur un
intervalle de temps qui dépend a priori de s; mais les inégalités d’énergie de [7 et 8],
jointes aux méthodes habituelles de dérivation des équations et régularisation, et le
fait que les conditions de compatibilité sont satisfaites a tout ordre, montrent que la
solution est en fait C* sur un voisinage de 0.

De méme, on résoud le probléme de Cauchy pour la donnée initiale:

520wt (105 <m0
u*(0,x,y) pourx>¢(0,y),

et on obtient des fonctions C* au voisinage de 0, notées w”, u* et @;, solutions de
(2.1.1) et de la condition de saut.

Par hypotheése les surfaces x = ¥,(¢, y) et x = ¢,(¢, y) se coupent transversale-
ment a lorigine et on peut paramétrer la courbe d’intersection sous la forme
(323) t=7(y)9 x=‘I’1(t,y)=<p1(t,y)

Notons €, = {(t, x, y)|t < 7(y), ¥,(1,y) <x < @(t,y)}.Ona

LEMME 3.2.1. Les fonctions v® et w” coincident au voisinage de 0, dans Q,.

PREUVE. v” et w® ont la méme trace u’(0, x, y) sur 'ouvert w, = {(x, y) €

w|¥,(0, y) < x < ¢,(0, y)}, et prennent leurs valeurs dans un voisinage V' de u?,
arbitrairement petit si on restreint le voisinage w de 0. Les conditions de choc pour
(2.2.1) montrent que pour ¢ et y voisinsde 0, et u € Von a
0 o
(324) S y) < A(w) < Ap(w) < (1 ).
En restreignant  si nécessaire, on voit alors que les surfaces T, ¢ € [0,1] des
points (¢, x, y) au dessus de w, tels que

(1 —&e)(x = ¥, (1, y))(@,(1, y) — x)

(3.2.5) +e[oy(t, ¥) — 910, y) — ¥, (1, y) + ¥,(0, y)] = 0
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sont non caratéristiques pour tout opérateur 9,/9¢ + A(u)(d/9x) + B(u)(d/dy)
avec u € V. Coupant ces surfaces par un paraboloide ¢ < go[e? — x? — y?2], non
caractéristique pour ¢, assez petit, on obtient une famille de surfaces I, s’appuyant
sur le bord de @, = {(x, y) € w,/x* + y> < ¢}, et balayant, au voisinage de 0,
I'ouvert @,. Le Lemme 3.2.1 se déduit donc du théorée d’unicité local pour les
solutions réguliéres d’un systéme strictement hyperbolique.

Nous noterons u” la valeur commune de v” et w® sur 2, qui prolonge la fonction
u” donnée dans ¢ < 0.

Pour achever la démonstration du Théoréme 2.2.2, il nous reste a construire les
fonctions u®, @ et ¥, vérifiant (2.2.6), telles que u*® soit solution de (2.1.1) sur
Pouvert Q, = {(t,x, y)/t > 7(y), (1, y) < x < ¥(¢, y)}, et satisfaisant aux con-
ditions de saut (2.1.5). Comme au paragraphe 3.1 on effectue un changement de
variables:

(3.2.6) u¥(t,x,y) =v(a,B,y)

avec

(27) a= (=7 ;)"’_(;(y,),y) B=(z—f(y))q,(f,'(y’)’f)¢_(,’f o)

On peut supposer 4 nouveau que u* = 0 et on pose ¢ = (¢',¢”’) avec
p PP q p

¢(t.y) =o(t+1(y),») —o:i(7(»), y) —pt,
¢"(t, ) = ¥(t +1(y), y) = ¥ (7(»), y) — o1,
On obtient 4 nouveau pour (v, ¢), un probléme du type suivant:
v v dv

(3.2.8)

MigtNag+Ba, =0

(3.2.9) F'(t,y,¥0,v¢,¢) = 0,
F(t, 9,70, 99", ¢") = 0,
¢|,=0 =0,

les Lemmes 3.1.1 et 3.1.2 étant encore exacts pour ce nouveau systéme.

3.3. Un probléme de Goursat. Nous énongons maintenant le théoréme qui nous
permettra de résoudre les problemes (3.1.4) (3.1.11) et (3.2.9). Cependant il nous a
paru commode de modifier légérement les notations: nous noterons dorénavant
X =(x, y,z) la variable de R?, © le diédre x > 0, y >0, @, sa section par
x+y<T, et Qp, ensemble { X € Q,||z| < R}. De méme (¢, z) désignant la
variable de R?, w sera le demi-plan >0, w; la bande 0 <7 < T, et w; p le
rectangle ]0, T[x] — R, R[. Si ¢ est une fonction définie sur w, on convient de noter
¢ la fonction définie sur £ par

(3.3.1) é(x,y,2)=¢(x +y,2).

Si u est une fonction définie sur &, on note yu = (y'u,y"u) ses traces:

(3.3.2) yu(t,z) =u(0,t,z), y”(t,z) =u(t,0,z).
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Les inconnues étant u et ¢ = (¢, ¢”’), fonctions définies respectivement sur £ et
w, a valeurs dans R? on considére un systéme de la forme suivante:

L(u,¢)u= A(u, ¢)a—+B(u ¢) +C(u ¢) =0,

(3.3.3) F'(t,2,Yu,v¢,¢) =
/,,(t z, Y u v¢// ¢N)=
¢|1=0 =

ou F’ et F” sont des fonctions C* de leurs arguments a valeurs dans R
A(u,¢), B(u,$) et C(u,¢) sont des matrices 2 X 2 dont les coefficients sont des
fonctions de la forme

(33.4) a( X, u(X).5(X).To(X). xV8(X). y78(X)).
avec 8(t,z) = t7'¢(¢, z), et ou a est une fonction C* de ses arguments au voisinage

de 0 dans R*.
L’hypothése de départ est la suivante:

(3.3.5) Les fonctions &%’ et %" s’annulent & I’origine dans R,

si bien que, si ¥’ et F” ne dépendaient pas de (¢, z), u = 0, ¢ = 0 serait solution
triviale de (3.3.3). Il est alors naturel de linéariser ce systéme autour de cette solution
et on pose

v av dv
(336) LU—Aa—'FBa—‘FC'a—

ou A, B, C désignent les matrices obtenues en figeant les coefficients (3.3.4) en
0 € RY. De méme, on note
851’ Lp—aaq, +q'V + m'y,

a\I,N a\I’// 7 ’” 7., 17,
o +p 37 +Q‘I' + m”’y'",

F(yo, %) =1

(3.3.7)
fl/(yllv’ \I,N) — !n

les différentielles a 'origine de F’ et & ”, par rapport aux variables y'u, V¢', ¢’ et
Y,,u’ v¢/l, ¢/I‘

Pour condenser les notations on posera

F=(F',F"), Flyv,¥) = (F(yv,¥’), F"(y"v,¥")), etc.

Tout 'objet de ce travail est de montrer que, si le probléme
(3.3.8) Lo=f,  F(yw,¥)=¢g
est suffisemment bien posé, alors le probléme (3.3.3) posséde effectivement une
solution. Toutes nos hypothéses vont donc porter sur le probléme linéaire a
coefficients constants, (3.3.8). Elles seront de trois types:

(a) Hypothéses d’hyperbolicite. On suppose L strictement hyperbolique dans la
direction (1,1,0); en outre, on suppose que les deux valeurs propres de (4 +B)™'4
vérifient

(3.3.9) a,<0<1<a,.
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REMARQUE. La condition (3.3.9) signifie que le probléme de Goursat est raisonna-
ble dans les ouverts Q. (cf. S. Alinhac [1)).

(B) Hypotheses de stabilité sur les faces du diédre. Nous supposons que les matrices
m’ et m” sont réguliéres et que les problémes suivants vérifient la condition de
Lopatinski uniforme (cf. A. Majda [7] et Appendice A).

(4+B)% > +Agw +C%—w—f pour x > 0,
(3.3.10) NN
p—-——+mw =g,

a < 9z

aw
(4 ) at a
a‘I,/I " a\I,II

U=+,

l/

+C8w—f pour y > 0,
(3.3.11)

” __
+ m wl)’=0 - ga

(v) Hypotheéses de stabilité sur I’aréte du diédre. Elles consistent a dire que le
probléme est bien posé au sens de séries de Taylor (cf. S. Alinhac [1]). Notant r; et r,
des vecteurs propres de (4 +B)~'4 (cf. hypothése a)), b’ = m’ ™', b”" = m""'1", et
(o', B") et (a”, B”") les composantes de b’ et b” dans la base (r;, r,), nous supposons
que

(3.3.12) la'B’| <|aB”|

THEOREME 3.3.1. Sous les hypotheéses (3.3.5), (a), (B) et (y) ci-dessus, il existe
T>0, R>0, uc C\(Q; ;) et ¢ € C¥wr ) solution du probleme (3.3.3). En
outre V¢(0,0) =

REMARQUE 3.3.2 Les données étant C*®, on peut montrer que la solution (u, ¢) est
en fait C*®.

3.4. Fin de la preuve des Théorémes 2.1.3 et 2.2.2. Les problémes (3.1.4) (3.1.11) et
(3.2.9) sont, aux notations prés, du type (3.3.3); le Lemme 3.1.2 affirme que
I’hypothése (3.3.5) est satisfaite; les Lemmes 3.1.1 et 3.1.2 permettent d’identifier les
quantités 4, B,...,[’, etc, en fonction de u*, u®,..., etc. les hypothéses (H,),
(H,) et (H;) assurent précisément que les hypothéses (a), (B8) et (y) du Théoréme
3.3.1 sont satisfaites. On peut donc résoudre les problémes (3.1.4) (3.1.11) et (3.2.9),
ce qui, compte tenu des paragraphes 3.1 et 3.2, achéve la démonstration des

Théorémes 2.1.3 et 2.2.2.

4. Le probléme sur un quadran.
4.1. Notations et resultats. Pour T > 0 on note = {(x, y) € R®|x >0, y > 0,
x + y < T}. On considére un systéme 2 X 2 du type

du du
(4.1.1) Lu= Aa +Bay+Cu—f

ol les matrices 4 et B [resp. C] sont de classe C! [resp. C°] sur Q . Pour u définie
sur @, yu = (y'u,y"u) désigne les traces y'u(t) = u(0, t), y"u(t) = u(t,0).
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Le systéme (4.1.1) est couplé avec des conditions aux limites du type

F’(y'u,¢) I’ ddt) +gd +myu=g,

4'12 ’” ’” 44 ’” i .,
(4.12) F'(y"u,¢") =1 "’+q¢+mvu-g,

¢'(0) = ¢”(0) = 0.

Les vecteurs /', [”, q’, q”’ et les matrices m’, m”" étant continus sur [0, T;,]. Nous
noterons ¢ = (¢, ¢”) et F(yu,¢) = (F'(y'u,¢'), F"(y"u,¢")).

On se donne aussi un systéme (L, F') comme en (4.1.1), (4.1.2), a coefficients 4,
B, I, m constants, avec C = 0, ¢ = 0, I'idée étant de considérer (L, F) comme une
perturbation de (L, F); en partiEulier nous utiliserons la notation suivante:

(41.3) e(L,F) = Max{[|4 — A|c=,, | B = Bll=cy,),
1= Ulz=qo.ryp lm = mllz=qo.cop } -

Nous ferons, sur le systéme (L, F), 'hypothése suivante:

(i) La matrice (4 +B) '4 a deux valeurs propres réelles qui vérifient:
(H) a,<0<1<a,.
(i1) Le systéme (L, F) satisfait a I’hypothése (y) du paragraphe 3.3.

Avant d’énoncer le résultat introduisons une derniére notation: pour A > 0,
CX(Qr) [resp. C{([0, T])] désigne I'ensemble des fonctions u de classe C* sur &,
[resp. h de classe C* sur [0, T]] telles que (x + y) *u(x, y) [resp. 1" h(t)] soit
bornée.

THEOREME 4.1.1. Sous [’hypothése (H) ci-dessus, il existe ¢, > 0 tel que si I’on a
e(L, F) < g, alors, pour T < T, on a:

(i) Pour tour f € C%Q;), tout g € C°([0, T)), il existe une unique solution (u,¢)
€ C%Q,) x CY([0,T)) du probléme

(4.1.4) Lu=f, F(yu,¢)=g, ¢(0)=

(i) Si fe CY_(Qr), g € CA[0,T]) pour un X > 1, la solution (u,$) est dans
I’espace C)(R,) X CL, ([0, T)).

(iii) Si les coefficients de L et f sont C* sur Q et si les coefficients de F et g sont
C* sur [0, T), alors la solution (u,$) est dans I’espace C*(Q;) X C*([0, T)).

La démonstration de ce théoréme s’inspire directement du travail de S. Alinhac.
Nous étudions d’abord un cas particulier (§4.2), avant de ramener le cas général a ce
cas particulier (§4.3).

4.2. Un cas particulier. Considérons un systéme de la forme

du du
(4.2.1) Lu=4 ™ + B— 3y
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F'(Yu,¢) = 1’% +Y'u,
(42.2) o
FII(YIIu,¢/I) = 1/1% + Y”u»

ol A est une matrice diagonale,

a 0
A= et B=1-4.
0 a,

On suppose que A4 est de classe C! sur ﬁro et que
(4.2.3) a,<0<1<a, surQ.

Les vecteurs I’ = (%) et I”” = (§) sont supposés continus sur [0, T], et vérifient
(4.2.4) laB’| <|aB”| sur[0,T,].

Nous munissons les espaces C°(Q2,) [resp. C°([0, T'])] des normes suivantes:

(4.2.5) llull- = ""’_T(“'V)“"mszr) [resp. Il = "e—"h "L”([O.T])]'

PROPOSITION 4.2.1. I existe C tel que pour tous T< Ty, 7> 0, f€ C°(Q,) et
g € CY[0,TY)), le probleme

(4.2.6) Lu=f,  F(yu,¢)=g,¢(0)=0,
posséde une unique solution (u, $) € C°(Q,) X CY(0, T) qui vérifie

d¢ 1
Il + ||+l < c{F171 + gl

La démonstration se fait en plusieurs étapes
(1) Découplage des conditions aux limites.

Notons
U , & . |8
u=(u2), g =( t)’ g’ = i’
82 82

et posons 7' = B’/o’, 1" = a”/B”. L'équation F(yu,¢) =g se découple immédi-
atement sous la forme

(4.2.7) {7/u2 T +(g§ - n’g{) =0Y'u; + hy,
YUy ="y uy + (8" — 0'gy) = 0"y u, + hy,
d¢, 1 ’ ’ ,
7=;(81-Y“1), ¢(0) =0,
(4.2.8)
d¢” 1

(85 = v"u2), ¢"(0) =0,

dt - B”
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(2) Reduction a une équation fonctionnelle. Notons

b, = a, b2=a2_1, fz((l_al)'fl).

b
a—1 as ay f

Alors I'équation Lu = f s’écrit

du, ou, du,

By I ooy by, T

du,

L+
L 9x

(4.2.9) -b

Par (4.2.3), on a 0 < b, <1 pour i = 1,2. Par conséquent, la caractéristique de
—b0x + 0y [resp. dx — b,dy] issue d’un point (x,, y,) € &, est, pour 0 < y < y,
[resp. 0 < x < x,], contenue dans £, et coupe ’axe y = 0 [resp. x = 0] en un point
d’abscisse X(x,, y,) [resp. d’ordonnée Y(x,, y,)]. En outre, les fonctions (x, y) —
X(x.y)et(x,y)— Y(x,y)sont de classe C' sur Q. et vérifient
(4.2.10) x<X(x,y)<x+y y<VY(x,y)<x+y.

Toute solution continue de (4.2.9) est donc de la forme
u(x. ) =v"u, (X(x,y)) + Fi(x, ),
uy(x,y) = Y'uy(Y(x, y)) + B(x, »),

ou Fy(x,y) [resp. F(x, y)] est l'intégrale de f, [resp. f,] le long de l'arc de
caractéristique joignant ( X(x, y),0) a (x, y) [resp. (0, Y(x, y)) a (x, y)].
(4.2.11) conduit aux relations
Y'u (1) = y"u,( X(0,1)) + F,(0,12),
Y"uy(t) = y'u,(Y(,0)) + F,(1,0),

et la comparaison avec (4.2.7) conduit a ’équation

(4.2.11)

(4.2.12)

(4-2-13) 'Y',ul(t) = 71/"7”([)7"“1(2(’)) + h(’)
avec Z(t) = X(0,Y(z,0)), et
(4.2.14)

h(1) = hy(1) + 0" () (Y(2,0)) + 17(2) F,(2,0) + u'(¢)n"(¢) F,(0, Y(1,0)).
(3) Résolution de (4.2.13).

LEMME 4.2.2. 1l existe C tel que pour T< Ty, 7> 0, f€ C%Qy), on ait F =
(F, F) € C%Qp) et |Fll, < (C/DIf ]l '

PREUVE. Notant (x(s), s) I'arc de caractéristique joignant ( X(x, y),0) a (x, y) on
a

(4.215) F(x,y) = fo‘"fl(x<s>,s>ds,

Par ailleurs (d/ds)(x(s) +s) =1 — by(x(s),s) = k > 0 et par conséquent
(4.2.16) s+x(s)sx+y—k(y—s).
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On en déduit la majoration
¥
eI, (x, ) | < Clf L [ e ds.
0

F, vérifie une estimation semblable et le lemme suit.

LEMME 4.2.3. Il existe p < 1 tel que pour tout T < T,, v > 0, I’opérateur v — Av

s’ 17

= q'n". vo Z opére de C°([0, T) dans lui-méme avec || Av||, < p||v]|,-

PREUVE. Z est une application continue de [0, 7] dans lui-méme et, par (4.2.10),
Z(t) < t. Par ailleurs 'hypothése (4.2.4) signifie que p = ||[7'1"|| ;=(7,, < 1. Compte
tenu de la définition (4.2.5) des normes, le lemme en résulte immédiatement.

COROLLAIRE 4.2.4. Il existe C tel que pour tout T < T,, 7> 0, h € C°([0,T]),
[’ équation v — Av = h posséde une unique solution dans C°([0, T)) qui vérifie ||v||, <
cliAll,-

(4) Démonstration de la Proposition 4.2.1. Soit (f, g) € C%Q;) X C°([0,T]). Les
fonctions t = X(0,¢) et ¢t = Y(z,0) sont continues et vérifient X(0,¢) < 7, Y(¢,0) <
t. 11 résulte du Lemme 4.2.2 et de la définition (4.2.5), que la fonction 4, (4.2.14) est
dans C([0, T']) et vérifie

(4.2.17) Ial. < c{@/olfll +lgll}-
Le corollaire (4.2.4) fournit une solution v a ’équation
(4.2.18) v=nnveZ + h.

On définit alors successivement: & =vo X; u; =0 + Fj; w=9'y'u; + hy; w=
woeYetu,=w+ F,

Par construction, y”’u; = v et y'u, = w; u; et u, sont solutions de (4.2.9); la
premiére condition aux limites de (4.2.7) résulte du choix de w, quant a la seconde,
elle résulte du fait que v = y"’u; est solution de (4.2.18). Enfin, en utilisant (4.2.10)
on a les estimations suivantes:

lall, <lloll,, llull. <lall, +1Fl..

Iwl, < c{llwl, +lgl.} %1 <lwl..
luzll, <llwll, + 1 £,

Avec (4.2.17), le Corollaire (4.2.4), et le Lemme 4.2.2, on obtient finalement une
solution u de (4.2.9) (4.2.7) qui vérifie

lull, < {7/ +lgl.}.
Maintenant ¢ est déterminé par (4.2.8) et on a

tlléll, <llds/dt], < C{llgl. +llul-}.
Il reste maintenant 4 vérifier l'unicité de la solution de (4.1.4): elle résulte
clairement de I’analyse faite 4 la 2éme étape et de 'unicité de la solution de (4.2.13).
Nous munissons maintenant les espaces C2(Q) [resp. CL([0,T])] des normes
suivantes:

(4.2.19) lullex = (x + ) e ™+ || 2 q,

[resp. |A|, = |t "R | L= o, 7 )-
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Pour A > 1 on munit aussi Cy_ 1(S_ZT) de la norme

(4220) 7 la=|(AGx+ )M+ a(x 4 p)Y) ety

Nous introduisons lespace C;,,([0,T]) des fonctions ¢ € C2,,([0,T]) N
C([0, T')) telle que ¢(0) = 0 et d¢/dt € C{([0, T]). Cet espace est muni des normes
ldo/dt||, » en remarquant que pour ¢ € C;,([0,T])on a

(42.21) A+ Dolleaer + 7l < 2lldg/dt]; .

PROPOSITION 4.2.5. Il existe C > 0 tel que, pour T< T,, A>1, 1>0, f€
CY_1(R;), g€ CX0,T)), la solution (u,¢) de (4.1.4) soit dans C(Q;) X
C},.(0,TY) et vérifie

lulle.x +lldg/atll, x < C{IfIln + gl }-

L=(Q7)

PREUVE. On reprend la démonstration de la Proposition 4.2.1. L’estimation du
Lemme 4.2.2 est & remplacer par || F||, \ < C|/f||. » comme cela résulte immédiate-
ment de (4.2.15) (4.2.16) et de la définition (4.2.20). On a a nouveau

lnn”(oe Z)[l;.x < ellvll,

et on conclut, suivant les lignes de la preuve de la Proposition 4.2.1, que

full-x < C{”f”:)\ + ||8||f,>\}~

L’estimation de ¢ découle trivialement de (4.2.8).

Pour finir, nous étudions la régularité¢ des solutions de (4.1.4). Munisons les
espaces C*(2,) [resp. C¥([0, T1)] des normes suivantes
(4.2.22) Noulle.r = 2 w*3%ul.

lal< k

[resp. llalllx.. = Z5-or ~113/All,)-

En supposant les coefficients de L et F, C*® sur QT et [0, T,], on a le résultat
suivant

PROPOSITION 4.2.6. Pour tout entier k il existe C et 7, tels que pour tous T < Ty,
T2, fE€ CK(Q;) et g € CX([0, T)) la solution (u,$) de (4.1.4) soit dans cKQr)
X CK*1([0, T)) et vérifie

Maell, , +Welisrr < CL{r M Mar +Ngli.r}-

PREUVE. On reprend la démonstration de la Proposition 4.2.1. Les applications
X(x, y) et Y(x, y) sont maintenant C* sur QTO; I’estimation du Lemme 4.2.2 est a
remplacer par ||| F|||, . < (C/7)|lIflllx.. et Pestimation (4.2.17) par

el , < {1 s M. +glle.o }-

Maintenant, puisque n'n” € C*([0, T;]) avec p = ||[n'n"’|| ;= < 1, et que Z(¢) €
C>=([0, T,)) avec Z(t) < t, on voit que pour p < p’ < 1 et 7 assez grand on a:

- ve Z| e < oMol




INTERACTION DE DEUX CHOCS 449

On en déduit que la solution v de (4.2.18) est dans CX([0, T]) et vérifie pour 7
assez grand

lolle.- < cll2llk.-

Les formules explicites donnant u et ¢ a partir de v, F et g données dans la
démonstration de la Proposition 4.2.1, montrent que (u, ¢) € CX(Q;) X
C**1([0, T)), avec I’estimation annoncée.

4.3. Démonstration du Théoreme 4.1.1. Soit (L, F) un systéme (4.1.1) (4.1.2)
vérifiant (H). Si e(L, F) est assez petit, (4 + B)™'4 a, pour (x,) € S_ZTO, deux valeurs
propres a, et a, qui vérifient (4.2.3). Notant S une matrice de diagonalisation de
(A + B)™'A, de classe C! (ou C® si 4 et B le sont), en effectuant le changement de
fonctions u = S”'f, f= S"(A + B)f, on se raméne au cas ou A est diagonale,
B = I — A, avec la propriété (4.2.3). Pour &(L, F) assez petit, les matrices m’ et m”’
sont inversibles sur [0, T;,] et on se raméne immédiatement au cas pu m’ = m” = Id.
On a donc

(4.3.1) Lu=Lyu+ Cu, F(yu,¢)= Fy(yu,¢)+ q¢,
avec (L, Fy) de la forme (4.2.1) (4.2.2), vérifiant (4.2.3) et (4.2.4).
Le Théoréme 4.1.1 résulte alors des Propositions 4.2.1, 4.2.5 et 4.2.6 et des

estimations suivantes, qui découlent des définitions (4.2.5), (4.2.19), (4.2.20) et
(4.2.22)

(43.2) { |Cull- < K||ull- pour u € C:(S_ZT),
llg¢ll. < Kll¢ll. pour ¢ € C°([0,T]),
(4 3.3) "Cu":‘)\ < (I(/"r)“u""'vx pour u € C)‘\)(ﬁT)’
llg¢ll. A < (K/7)|d¢/dt|, » pourp € éin(ﬁr)’
et, si C et g sont C*®
034 {mc»cmk., < Kllull.. pour u < C4(8;).
lgollc.. < (K/T)li¢llk+1.. pour¢ € C¥+*([0,T]).

5. Espaces a poids. Nous regroupons dans cette partie un certain nombre de
résultats techniques que nous utiliserons par la suite.

5.1. Notations et définitions. Nous revenons aux notations du paragraphe 3.3: Q
désigne le diedre {(x, y,z) € R*|x > 0, y > 0} et @, sa section par x + y < T. De
méme w = {(t,z) € R?|t > 0} et wyestlabande0 < ¢ < T.

Pour k entier H*(-) désigne I’espace de Sobolev usuel muni de sa norme naturelle.
Pour A réel L1(9;) [resp. Li(w)] est espace des u tels que (x + y) *u € L*(2;)
[resp. t *u € L*(w;)]. Pour k € N, H}(Q;) [resp. Hf(w;)] est espace des u tels
que 3°u € L3 _,, pour toute dérivation de longueur |af < k.

Ces espaces sont munis des normes suivantes:

12
(5.1.1) ”“”k.A.T={ T +|>\I)Z(k—'"')lla"u||24-.a.} -

la|<k




450 GUY METIVIER

On introduit enfin les espaces C*(Q;) [resp. C*(w;)] des fonctions C* & support
compact dans ({2;) [resp. @], et nulles au voisinage de l'aréte x = y = 0 [resp.
t = 0]. Le lemme suivant est classique.

LEMME 5.1.1. Les espaces C*(Q;) et C*(w;) sont denses dans HY(R;) et
H}f(‘*’r)

Comme A. Majda [8], nous aurons besoin du lemme d’extension suivant.

LEMME 5.1.2. Pour tout entier N, il existe une constante C telle que: pour tout
T > 0 il existe des opérateurs de prolongement E; et E7, qui, pour 0 < k < N et
X € R, envoient respectivement HX(Q;) dans H{(Q) et HX(w;) dans Hf(w), avec
une norme majorée par C. En outre, E u [resp. E1f] est a support dans er’ [resp.
@yr)-

PREUVE. Soit x € C*(R), nulle pour ¢ > 2/3, valant 1 pour ¢t < 1/2. Pour
u € HY(Q;) posons

_ X +y _ _ (x + y))

(5.1.2) v x( T )u, w (1 X\ = u.
On a v € H{(Q7), a support dans Q. En outre

(5.1.3) lollenr < Clullka.r

avec C indépendant de Kk < N, A€ Ret T > 0. On prolonge v par 0, et il suffit
clairement de prolonger w. Posons

(5.1.4) w(x,y,z)=Tw(Tx, Ty, Tz).

Sur le support de w on a x + y € [T/2,T]; on en déduit que w € H*(Q,), est
supporté dans x + y > 1/2, et que 'on a

(5.1.5) CHwlkar< T MWl < Cllwlear
avec

1/2
(5.1.6) 1o [lc.x = (I .ZA(I + |A|)2‘*"“"||6"fvllz,.zm,))

et C indépendantde k < N, Aet T > 0.

Notons E un opérateur de prolongement de H*(R,) dans H*(), pour k =
0,..., N, tel que E u soit supporté dans 2,. Alors E est aussi borné, uniformément
par rapport a A, si on munit les espaces H* des normes (5.1.6) || [|,.». Il suffit
maintenant de poser

— 3 e X z
(5.1.7) Equ=0+T (Ew)(T,T,T).

La construction de E7 est tout a fait similaire.
5.2. Coordonnées cylindriques. 1l est naturel de passer en coordonnées cylindriques:
nous posons ¢t = x + y, § = x/(x + y), et pour u définie sur

(5.2.1) Ju(t,0,z) =t u(10,t(1 — 6),z).
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J,, est une isométrie de L§+1/2(QT) sur L2(Q) si 'on note &, =10, T[ X]Q, 1[XR.
Plus généralement notons H*(Q;) I'espace des v € L*({;) tels que t/*/3/3/3; €
L*(Q;) pour j + | + m < k, que nous munissons des normes

X 1,2
629 Polinr={ T @R gl i, |

JjHl+m<k
On a alors

LEMME 5.2.1. J, est un isomorphisme de H>’f+1/2(91') sur H*(Q1); en outre on a
-1 ’”
C "“ "k.)\+1/2.T < "J)\u "k,A.T < "u"k,)\.;.l/zj

avec C indépendant de A et T.

Introduisons maintenant une fonction x € C5°(13, 2[) telle que
(5.2.3) Y x(2/t)=1 pourt>0.
JEL
A une fonction v définie sur £, on associe les fonctions suivantes
(5.2.4) 0,(,0,2) = x(2t)v(1,6,z) pour 21T > 1
Le lemme suivant est immédiat

LEMME 5.2.2. (i) Siv € H*(Q;) alors v, € AH*Q}) et
7”2

7”2
(5.2.5) X gl <lols
VT
(ii) Si les w; € H*(Q;) sont a support dans ¥'2°7 < t < y2/ et vérifient ZlwlliAr

< + o0, dlorsv =Y w, € H*Q,) et
2 2
(526) "U"k.)\.T< CZ”wj"kv)\,T'
J

Dans (5.2.5) (5.2.6) les constantes C sont indépendantesde T > O et A € R.

On compléte maintenant I'opération de découpage (5.2.4) par des dilatations: on
pose
(5.2.7) z")j(t,ﬂ, z)=27J vj(2'ft,0,2‘fz).

Notons T, = Inf(2, T2/), er ouvert [-o0, T;[ X]0, 1[ XR et || - ||} » la norme sur

H*( QT, ) définie par

’7 ‘ —|aj 2
(5.2.8) Iwln={ Z @+ 8w 2,

lal<k

1,2

- On remarquera que 7, > { pour 2/%1T > 1, et que 9; est a support dans ]- 3, 7]
On en déduit aussitot

LemME 5.2.3. (i) Siv € A*(Q7) alors 5; € HX(Qy) et
(5.2.9) Y 15l < Cloliar.

2/41T>1
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(i) Si les W, € H"(QT) pour T2/*' > 1, sont a support dans t >y > 0, et
vérifient E||w||"2 < + 00, alors

v(t,0,z2) = 221%(211,0,212) € H*(Q;)

J

avec

(5.2.10) ol , < {znw I } |

Dans (5.2.9), (5.2.10) les constantes C sont indépendantes de A et T > 0.

On peut répéter les opérations ci-dessus pour les fonctions ¢ définies sur w: on
définit
(5.2.11) Jo(t,z) =17(1,z).

Notant H*(w;) I'espace des fonctions ¢ telles que #/*/3/3/¢p € L*(w;) pour
J + | < k, muni des normes

1,2

’” —_ . . 2

(5.2.12) ||¢”k.>\.T={ > +M|)2(k ’ /)|‘t1+latja.'1f||L2(wr)} .
jH+i<k

Ona

LEMME 5.2.4. J, est un isomorphisme de HX(w ) sur H*(w;) et

C Y ollir7< ||J>\¢||k At < Clollar
avec C indépendant de X et T.

Pour ¥ € H*(w,) on définit

(5.2.13) ¥,(1,z) = x(2/t)¢(z,z) pour T2/*' > 1
(5.2.14) \I'j(t, z) = 2"¢j(2'ft,2'fz).
Notons maintenant (:JTl =]-o00, T[ X R et munissons H k(‘:’r,) des normes
2k ! 2 2
’ -m=Dlam
(5215  |flia= { X @+ oralf | s, )} :
m+il<k /

Les Lemmes 5.2.2 et 5.2.3 sont encore vrais mot pour mot, si I'on change QT par
wr et QT par 7.

5.3. Multlpltcatzon par une fonction de H'.

PROPOSITION 5.3.1. Soit | un entier > 2. Il existe C el que pour k < I, T < Ty,
A ER, a€ H'(Qr) [resp. b € H'(wr,)] et u € HY(Qy) [resp. ¢ € H{(w7)], on a
u € HX(Q,) [resp. bp € Hf(wy)] avec

”au “k.)\.T < “a ”H’(QTO)“ u ”k.)\,T

[resp. “b¢ "k,)\'T < C”b "Hl(uro)”(p ”k,)\,T]'
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Commengons par établir un lemme de plongement

LEMME 5.3.2 Etant donnés | et T, > 0, il existe C tel que: pour k < 1l, A €R,
T < Ty, u € HXQ;) et g > 2 vérifiant 5 > + > Max(0,% — %), ona

@+ M) Cx +9) 7 u g, < Cllul

L9Qy) kAT
avecp = § — 4.

PREUVE. On passe en coordonnées polaires: on pose v = J,_; ,u et on définit v;
et 9, par les formules (5.2.4) (5.2.7). Posant ¢; = |||}, , on a donc

(5.3.1) I(e)]l,2 < Cllullea.r.
Les conditions de support des v; montrent que
“A+3 q q q
(5.3.2) |G+ 9™ %0 e, =120 2oceyy < CLlylliea,
J

Pour w e H k(QT,- ) on a les injections de Sobolev et les inégalités suivantes:

(53.3) L+ D Iwlle < C{wlle + (1 + D wll,.)
pourp =4 — Let} > 1> Max(0,} - %)
On a donc
-3 - ~ 1’
(5.3.4) A+ g, < clgl, ,

et avec (5.3.2) (5.3.1) et 'inégalité ||(¢;)|l,« < [I(¢;)]l 2, on en déduit le lemme.

LeEMME 5.3.3. Etant donnés | et T, > 0 il existe C tel que: pour k < I, A € R,
T< T, ¢ € Hf(wy) et q > 2 vérifiant

N = N =

Ona
(L +AD) 722229 o,y < Clidlin, -

PREUVE. Elle est similaire a celle du lemme précédent, en posant ¥ = J,¢, et
définissant ¥; et \i/j par (5.2.13) et (5.2.14). 11 faut seulement, lorsque k = 1, faire
attention au cas limite de I'injection de Sobolev de H* (5’7, ) dans L&)

LEMME 5.3.4. Etant donnés Il et T, > 0, il existe C tel que: pour k < I, m < I, avec
k+mz>2, pour \€ R, T< Ty, a€ H"(Qr,) etu € H{(Q;) ona
(i) Sim > 2, au € L3(Q;) avec

(5.3.5) (1 + ) laufor.r < Cllallgme, luller.r.

(i) Sim < lalorsau € L}_;,,,,(Qr) avec

k—=3/2+m
(5.3.6) O+ " aullor-3/24m7 < Cllallyma, .-
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PREUVE. Si m > 2 alors a € L*(Qr,) et (5.3.5) est immédiat. Si m <1 alors

1 m

a € L?(Qr)pour ; L=1_25090 Pulsque k + m > 2, on peut appliquer le Lemme
532avec i =1 - % = 2 > { — 4, eton obtient (5.3.6) par I'inégalité de Holder.
On a un énoncé analogue pour b € H"(wy,) et ¢ € Hf(wy)avece m + k > 2. 11

faut cependant remplacer (5.3.6) par

(5.3.7) (1 +IAD)* b llon—p.r < Clbl e, N lin.r

avec p =1 si m =0 et p arbitraire dans ]0,1] si m = 1, a cause du cas limite de
I'injection de H™(wr,) dans L?(wy,).

Démonstration de la Proposition 5.3.1. Soit a une dérivation de longueur |a| < &
I1 suffit d’obtenir une estimation du type

k—|a a—
(538)  (1+A ) 19%8% Pulora.r < Clalg, fulknr
pour B < a.Onad%a € H'P(Q, )et v =20"Pue H{ A 1RI(Q) avec
(539) ||3’3a ||HI—IB|(9T ) S ||a “HI(QT )
(5.3.10) Ho T a1 111, 7 < Ntllexr

Le Lemme 5.3.4 permet de majorer par le membre de droite de (5.3.8), la quantité
1+ AT Ba) - vllon - jagsipi-p.r
avecp=0si/—|B|>2etp=13—1+|B|si!/—|B| <1 Puisque |B|—p=>0,la
majoration (5.3.8) en découle, si I’on fait la remarque triviale suivante

(5311) ”W“O;.LT C”W“O p+o, T

avec C indépendantde T < Ty, etde p € R, pourvuque 0 < o < /.
Pour b € H'(wy, ) et ¢ € H{(wy), la démonstration est parfaitement similaire.
Nous terminons ce paragraphe par une extension de la Proposition 5.3.1

PROPOSITION 5.3.5. Soit go(8) € C>([0,1]) et soit g(8, X), définie sur [0,1] X Qr,
telle que 0 — g(8,-) soit C* sur [0,1] a valeurs dans H’(QTU). On pose alors

a(x’ Y, Z) = g(x/(x +y)’x’ ) Z) + go(x/(x +y))'
Si | > 2, il existe C tel que: pour tousk <1, T< Ty, \ERetuec H(Qy) ona
u € H{(Q;) avec

(5.3.12) laulle. .7 < Clulle.r.

PREUVE. Par décomposition sur les polyndmes de Legendre on peut écrire
o0
g(0,x)= Z gj(o)aj(X)

avec X || Hi(@y,) < + 00, la suite g; étant bornée dans C*([0, 1]).
Avec la Proposmon 5.3.1, on voit qu’il nous reste a établir la Proposition 5.3.5
pour a(x, y,z) = g(x/(x + y)) avec g € C*([0,1]). Dans ce cas on a

[3%(x, y,z)|< C|x +y™

et I’estimation (5.3.12) s’en déduit directement & partir de la formule de Leibniz.
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5.4. Propriétés d’algebre.

PROPOSITION 5.4.1. Soit k entier, k > 2. Il existe C tel que pour tous N\, u €
H{(Q7), ' € H{(Qy) [resp. ¢ € Hf(wy), ¢ € Hf(wy)] le produit uu’ est dans
fo—yz(gr) [resp. ¢’ € Hfy_1(wp)] et

lu’ ||k 2x-3/2.7 < Cllullx.r. 7l 4 |k 2.7,
[resp. 1991k 2n-1.7 < ClIDllin 71l 2. 7):

PREUVE. A nouveau, on n’écrit la preuve que pour les fonctions de H{(2;). On
utilise les coordonnées polaires et on pose v = Jy_; ,u, V' = Jy_; »u'. On applique
ensuite aux fonctions v et v’ la décomposition (5.2.4). Introduisons la fonction
w=Jy,_,(uu’) = tw’ = Lw; avec

(5.4.1) wi=uv ), .
1/ =il<1
On applique aux fonctions w; et v; les dilations (5.2.7) et on note W; = o, - §; avec
(5.4.2) 5(1,0,z) = Y 27w.(271,0,277z).
1’ —jl<1

Comme au Lemme 5.2.3 on vérifie que

(5.4.3) N CAN

”2
kA S ” v
J

kAT

=/
U

Puisque k > 2, H*(§;) est une algebre et

19,0, < Clg ;.
Avec le Lemme 5.2.3 et (5.4.3) on en tire que

kA

"2 72
znwnk A< Clol s Ao lx

11 résulte alors des Lemmes 521 et 523 que u € HY, 4 ,2(827) avec I'estimation
annoncée.

PROPOSITION 5.4.2. Soit f une fonction C* sur R telle que f(0) = 0. On se donne
T, >0, k > 2 et K> 0. Alors il existe C tel que pour tout \ > k, tout u € Hf(ﬂro)
[resp. ¢ € H{f(wro)], a valeurs réelles, et verifiant
(5.4.4) lullenr, < K [resp. I @llen.r, < K.

Ona

(i) f(u) € HX(Qr,) [resp. f($) € HY(wr,)), et pour T < Ty,

(54.5)  1f(@)lrr < Clulear [resp. /() linr < Clolin.r]

(ii) v =f(u)—uf'(u) € Hj\_ 32(Q7,) [resp. ¥ = f(¢) — ¢f'(¢) € H}\_1(wr))]
etpour T < T,

(5.4.6) ol aa_s /07 S C||u||k AT
[resp. 1¥]l4 oa-1.7 < Cli®llF.a.7)-
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PREUVE. Puisque A > k, on a
lullica,, < Cllully 5.7 < C- K.

Ecrivant f(£§) = £ - g(§),on a ||g(u)||Lx(QT , < C, et on en déduit que

(54.7) (1 +IND () lzen < Cillulnr
Pour 0 < |a| < k on écrit 3%f(u) comme une somme de termes
(5.4.8) w=f>u)d"u --- 3%u
avec |aj| + - -+ +|a,| = |a et |a;| > 0. Le terme f?'(u) est borné dans L*(Q,). Si

q = 1, alors |a,| = |a| et on estime le terme (5.4.8) par

(5.4.9) (T +IAD ™ wle w@n < Clullear,

Si g = 2 on écrit que 3%u € H*714I(Q, ) et que 3*u € H{ ||, Le Lemme 5.3.4
et inégalité (5.3.11) permettent d’obtenir a nouveau I'estimation (5.4.9).

Si g > 3 alors k — |a;| > 2 pour j =1,. q On écrit que 3%u,...,d5_u sont
bornés dans L*({r,), alors que 9%u € H)\ fa? %l. On en tire encore la majoratlon
(5.4.9).

Finalement (5.4.9) et (5.4.7) donnent le point (i) de la proposition.

Pour obtenir le point (ii) il suffit d’écrire que f(§) —§f'(§) =& -g(§) ou g €
C*®(R) avec g(0) = 0. On applique le point (i) & g(u), et on conclut grace a la
Proposition 5.4.1.

La Proposition 5.4.2 se généralise aussitdt au cas ou f est C* sur R” et les
fonctions u et ¢ sont a valeurs dans R"; on peut également supposer que f dépend
de fagon C* de (x, y,z) € S_ZTO oude(1,2) € @r,

6. Le probléme de Goursat linéaire.
6.1. Notations et résultats. Nous reprenons les notations du paragraphe 3.3 et nous
étudions un systéme (3.3.3) linéarisé, du type suivant

du du du

Lu—Aa +B@ CE,
,34> , 09
(6.1.1) F(Y ,¢)—1 pa + q'o" + m'y'u,

144 7 ’/ ” a¢,, ’” a¢,, 144 a¢,,
Fr(ymu ¢) = 125 + 0" 4075,

+ g + m"y"u,
ou les matrices 2 X 2, 4, B et C sont réelles, de classe C? sur QTO, et ol les vecteurs
I’ p’. q', 1”, p”, q” etles matrices m’ et m” sont réelles et de classe C? sur Wz,
Par ailleurs, on se donne un systéme (L, F) comme (6.1.1) a coefficients 4,
B,...,I’,...,m"” constants. Nous supposerons tout au long de cette partie que le
systéme (L, F) satisfait aux hypothéses (a) et (8) du paragraphe 3.3.
Notre but est de résoude le systeme

(6.1.2) Lu=f, Flo,¢) =g ¢,-0=0

ce que nous ferons en supposant (L, F') voisin de (L, F').
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Nous noterons &(L, F) le maximum de ||4 — Al =g, 1B = Blli=(a -
- !||L°°(uro)’ e |lm = ’_"||L°°(<.>To)-

Enfin, nous nous donnons un entier N > 4 et nous supposons que 4 — 4, B — B
et C — C sont dans H™(Qr,), et que / — I,...,m — m sont dans H"(w,). On note
I|L, F|| v le maximum des normes H" de ces fonctions.

Pour terminer, introduisons deux autres notations: W désigne I'espace des
couples (u,¢) € H{, | ,(r) X H{}}(wy) tels que yu € H{(wy). Cet espace est
muni de la norme

2 2 2 172
lu. @lli.x.r= {)\”“"k.Hl/ZT +lyullear+ ”‘1’”k+l.>\+1.T} .

De méme Wy, désigne I'espace des couples (f,g) € Hf_, ,(Q7) X Hf(wr); il
est muni de la norme

’ _ 2 2
(6.1.4) s glenr= {A"flen-1/27 + lglinr)-

THEOREME 6.1.1. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe e, > 0 et des fonctions
Ao(K), Co(K) telles que si I’on a,

(6.1.5) (L, F)<ey |IL, Flv<K,

alors, pour tour N > Ay(K), tout T < Ty, tout (f, g) € W{f‘r avec k < N, le systéme
(6.1.2) posséde une unique solution (u,$) € WX ;. qui vérifie

(6.1.6) e, $lle.n.r < Co(KHI S gllkn.r-
En outre, si f et g sont réelles, il en est de méme de (u, ¢).

Pour démontrer ce théoréme l'idée essentielle est de passer en coordonnées
cylindriques, puis d’effectuer les partitions de I'unité et les dilatations comme au
paragraphe 5.2, pour se ramener a un probléme mixte du type de ceux étudiés par A.
Majda [7]. Pour plus de clarté nous énongons d’abord le résultat concernant ce
probléme mixte et nous reviendrons ensuite au Théoréme 6.1.1.

6.2. Un théoréme de A. Majda. Notons (t, 6, z) la variable de £ = R X 10,1[ xR
et considérons un opérateur de la forme
(6.2.1) L= 463 p)cd
ou G = (1 — 0)G, + 0G,. Les matrices G,, G, et C sont supposées de classe C? sur
€, bornées ainsi que leurs dérivées; p est une fonction strictement positive, C* et
constante hors d’un compact.

On désigne par yu = (y’u,y”u) les traces de u sur les bords § = O et § = 1 et on
adjoint a (6.2.1) des conditions aux limites

nld W4 , "/al ~/a, ~/,/ ~ /.7
F(vu,¢)=la—f+9(1)1’a—t+q¢ +m'y'u,
(6.2.2) )
¢Il

el o7 ’r "'ua i =
Fr(y'u,¢”)=1 9 +p(2)p

at + qll¢ll + ’;l”y”u,

9z

les vecteurs / et p étant de classe C? sur R%,§ et /m étant de classe C!, bornés a
dérivées bornées.
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Par ailleurs on se donne (L, F) un systétme du type de (6.2.1) (6.2.2) ou les
coefficients Gy, G, C, [, p, m sont constants et out ¢ = 0.

Nous faisons les hypothéses suivantes:

(&) L est strictement hyperbolique dans la direction d,.

(B) Les problémes suivants sont uniformément stables au sens de Majda:

LU Gog;+ca—“ —f dans 8 >0,

(6.2.3) o
l/ ad) ~/a¢ ’
SETEREAFF 9=0 = &>
%l; Glg;+Ca—u—f dans § < 1,
(6.2.4)

’”

at P az +;,|,01=g‘

711 a¢ + % 77 a¢

Nous notons &(L, F) un majorant de |G, — Goll =@y NGy = G\ll =),
IC€ = Cliz=@y M= lli=r2 1P = Plli=we, €t lIm — mll =g, (on notera que
e(L, F) ne dépend pas de la fonction p(t)), enfin désignons par ||L, F||~: un
majorant des normes C2 de G,, G,, C, /, p et des normes C' de R, q, m

A étant un paramétre assez grand, nous étudions le probléme suivant

(6.2.5) Lu+Xu=f, F(yu,¢) +(A+1)¢ = g.

THEOREME 6.2.1. Sous les hypothéses (&), -(B) ci-dessus, il existe gy > 0 et des
fonctions X ((K) et Co(K) telles que si l’on, a
(6.2.6) e(L,F)<e, |L,Fllez<K

alors, pour tout X > \o(K), tout (f,g)€ L*(Q)x L*(R?) il existe une unique
solution (u,¢) € L*(Q) x H'(R?) de (6.2.5). En outre, yu € L*(R?) et pour tout
TEeRona

2 2 2 2 2
(627)  (Mullo.r +llvullo.r + Nlolo.r) < C{Afllo.r +lglo.r}-

Si f et g sont nulles pour t < t il en est de méme de (u, ¢).

Enfin, si les coefficients de L et F sont C* et ont toutes leurs dérivées bornées et si f
et g sont C* a support compact dans Q et R, la solution (u, ) est dans C*(Q) X
C*(R?).

Dans (6.2.7) || ||, désigne la norme H*(Q7) ou H*(&7) si
Q,=]-00,T[%]0,1[xRet &7 =]-00, T[XR

Aux hypothéses de réguluarité des coefficients prés, ce théoréme résulte immédi-
atement du travail de A. Majda. Néanmoins, il a paru intéressant d’en donner une
démonstration qui utilise des méthodes différentes: on la trouvera dans I'appendice
B.

6.3. Inégalités d’énergie. Nous revenons a la démonstration du Théoréme 6.1.1, en
commengant par établir des inégalités d’énergie.
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PROPOSITION 6.3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 6.1.1, il existe €, > 0, Ay(K)
et Co(K) tels que, si l’on a (6.1.5), alors, pour tout A = Ay(K) tout T < T, et tout
(u,9) € C*(Rr) X C>(wr), ona

(6.3.1) e, dlllo.x, 7 < Co( K )| Lu, F(yu, ¢)"|o AT

DEMONSTRATION. Puisque 4 + B est inversible, en supposant g, assez petit et en
multipliant L par (4 + B)~!, on se raméne au casou 4 + B = Id.

Avec les notations du paragraphe 5.2, nous posons it = Jyu, = J,, ,¢; on a alors
Jy_Lu = Lyt et Jy,F(yu,¢) = F\(yi1, d) avec
E)u
or

Fy(yii,¢) = [t%—‘b +(A + 1)&]1 + t——p + ég + myi,

il

(6.3.2) L}\i‘ "5;,

+A+[1-0)4 - 0B]g—z+zé

yir désignant les traces y'ii(t, z) = 0(1,0, z), Y"fl(t z2)=a(t,1,z); A(t,0,z)=
A(10,1(1 — 0), z) et des formules analogues pour B et C.
Avec la définition (5.2.2), posons

’” ”2 172 1”2 172
(6.3.3) o, ®llonr = {Meloxr+lvolloar +1¥liar)
” 7”2 7”2 172
(6.3.4) I, gllon.r = { X floar +llglonr}
Compte tenu du Lemme 5.2.1 I’estimation d’energle, (6.3.1) équivaut a la suivante
(6.3.5) llo, ¥ lloar < €,

pour (v,¥) € C2(£,) X C*(w;), C2(2;) de51gnant l’espace des fonctions C* a
support compact dans ]0, 7[ X[0,1] X R.

Pour démontrer Iestimation (6.3.5) nous appliquons aux fonctions v et ¥ les
découpages (5.3.4) et (5.3.13). On écrit

Ly, = x(27t)Lyw + w,
Ey(vw,, ;) = x(2) F\(yo,9,) + g,

avec

”w ||0 AT S C" IIL2[2 Simlgrg27i*p ”gj"() A, rS C||¢||L2[2 Ilgrg27/ty

Avec le Lemme 5.2.2 on obtient donc les majorations
"2 172
(6.3.6) llo, ¥ llox.r < CZIII Yl

7”2
0\, T

2
) lloon.r+ X ollonr + ol r).

I ;s ﬁA(Y ‘T’)

< c{liz

(6.3.7)

Quitte a augmenter Ay (K), on voit donc qu’il suffit d’établir (6.3.5) pour les
fonctions (v;, ¥)).
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Nous appliquons a ces fonctions les dilatations (5.2.7) et (5.2.14) on écrit alors que

A—

L)‘vj = I:if)j, Fx(yvj,\llj) F{(yvj,\l/j)
avec
- ow ~ Ow
Juy = 222 _
(6.3.8) Liw=173 +w+[(1-0)4, - 03] 27+ 1Ca.

. 3 0x
F{(yw,x)=(ta—>t( -(A+1)x )l +ta b+ x4, + myw

et A(1,0,2)=A(271,0,2772), I)(1,2) = [(27/1,277z), etc.
Avec le Lemme 5.2.3 on voit que la Proposition 6.3.1 résulte alors des inégalités
suivantes:

2 2 2 2
Nowll 7+l +1x1E ;. + Rlxl -

(639) 1 . 2 - 2
< Cz(K){N “LiWHO.T, +”F>{(7W’X)"0-T/}'

avec C,(K) indépendant de j, T < T, A = A,(K), pour w [resp. x] C*® sur
10, 7;] X [0,1] X R [resp. ]0, 7;] X R] a support compact dans 3 <t < T,

Les coefficients de L’ et F J sont de classe C? sur [},2] X [0,1] X R, et bornés
uniformément par rapport & j. En prolongeant ces coefficients et en effectuant le
changement de variable ¢ = e* on se raméne a un systéme de la forme (6.2.1), (6.2.2)
et 'estimation (6.3.9) résulte du Théoréme 6.2.1.

PROPOSITION 6.3.2. Sous les hypothéses du Théoréeme 6.1.1 il existe €, > 0, A y(K)
et Co(K) tels que si I’on a (6.1.5) alors pour tout X > A y(K), tout T < Ty, k < N et
tout (u,$) € C*(Q;) X C®(w,):

(6.3.10) lu, dlllex.7 < Co( K| Lu, F(yu, ¢)”|k AT

PREUVE. La démonstration se fait par récurrence sur k et nous supposons (6.3.10)
établi a 'ordre k < N.

Notons D, = xd, + yd, et D, = (x + y)d,. [L, D] est une somme de termes de la
forme ad, x(da)d’, y(da)d’ ou 0 et 3’ désignent des dérivations d’ordre 1 et a une
fonction de la forme a = g + a,, avec g constante et a; € H N(QTO).

Pour u € H{ () on a du € Hy_, ,(27), et on en déduit, avec la Proposi-
tion 5.3.1, que

(6.3.11) “[L, Di]“”k.A—I/Z‘T < C”“”k+1,>\+1/2‘r'

Notons de méme D, = 3, et D, = td,, et remarquons que yD,u = D,yu. Alors,
grace a la Proposition 5.3 1, on montre aussi que

(6.3.12) |[F(yDu, D,¢) — D,F(yu,$) lli ».r < C{Ivullinr +léllisrnr}-
On tire de (6.3.11), (6.3.12) et de I’hypothése de récurrence (6.3.10) que

(6.3.13) || D;u, Didlly a7 < {|||Lu F(yu, ) s+ N, ¢ e, r}




INTERACTION DE DEUX CHOCS 461

Admettons un instant les estimations

(6314)  Nolersnerr < C{ T I1Dblrsrr+ Aolnrir}:
i=1,2

(6.3.15)

lallsrnnar < S T 1Dulnrsnr + Mulhosonnr # 1 2ulscs )
i=1,2

Avec (6.3.13) on en déduit que:

(6316)  lu,0lleern.r < (I Lus FGrus @) s+ Ml ol r

1
+ x I1(u, ®) I"k+l,)\,T}~

Pour A assez grand, le dernier terme de (6.3.16) s’absorbe dans le membre de
gauche; le terme Al||u, ¢|||, \ r S'estime par ’hypothése de récurrence, et on en
déduit immédiatement I’estimation 6.3.10 a 'ordre k£ + 1.

Il nous reste a établir (6.3.14) et (6.3.15); (6.3.14) est une conséquence quasi-
immédiate des définitions. Pour obtenir (6.3.15), on introduit l'opérateur D,
= (x + y)d, — 9,) et on remarque d’abord que

3
(6~3'17) ”1“"/”.1,)‘.;.1/2'1'< C{ Z "Di“"k.)\+l/2,1'+ A”“”/<,A+1/2,T}
i=1

comme on le voit immédiatement en passant en coordonnées cylindriques, et en
utilisant le Lemme 5.2.1, puisque dans ces coordonnées les opérateurs D, deviennent
19,, 10, et 9.

Maintenant on écrit que

(x + y)L = (4 + B)D, +(A - }:_—y(A + B))D3 + CD,.

D’apres I’hypothése (a) du paragraphe 3.3, si g, est assez petit, la matrice
A(X) — 0(A + B)(X) est inversible pour § € [0,1] et X € QTO; notons G(6; X) son
inverse et G'(x, y,z) = G(x/(x + y); x, y, z). On remarque que G(6, X) est de la
forme G(0) + G,(0, X) oh G est C* sur [0,1] et G, une application C* de
0 € [0,1] a valeurs dans HY(Qy,). On a
(6.3.18) Dyu=G'{(x +y)Lu—(A4 + B)Dyu — CD,u}

et on tire des Propositions 5.3.1 et 5.3.5, I’estimation

"D3u"k.)\+l/2.T<C{"Lu|lk,)\—1/2.T+ > ”Diu“k,}\+l/2,T}-
i=1,2

Avec (6.3.17), on en déduit la majoration (6.3.15) ce qui achéve la démonstration
de la Proposition 6.3.2.

6.4. Démonstration du Théoréme 6.1.1. Nous montrons d’abord 'existence d’une
solution pour le probléme (6.1.2), nous établirons 'unicité ensuite.
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(1) Existence.

LEMME 6.4.1. Il existe ¢, > O tel que, si (L, F') est un systéme (6.1.1) dont les
coefficients sont C* et on toutes leurs dérivées bornées sur QT et Wr, et qui vérifie
e(L, F) < ¢, alors pour tout (f, g) € C°°(QT) X C*(wy) le probleme (6.1.2) possede
une solution (u,¢) € H* () X H*(wy), nulle au voisinage de !’aréte x =y = 0,
t=0.

PREUVE. Passons en coordonnées polaires et posons f = Jof, & =J,g. Avec la
notation (6.3.2), le probléme (6.1.2) s’écrit

(6.4.1) Lia=f.  F(vi.é) =g
f et g sont supportés dans ¢ > to > 0. On effectue le changement de variables
t = e’, et 0, se raméne a un systéme du type (6.2.1), (6.2.2):
(6.4.2) Lu=f, F(yu.¢)=3g.
On prolonge les coefficients de L et F pour s < Log ty et s> LogT, et le

Théoréme 6.2.2 fournit une solution (i, $) € C*(Q) X C¥(R), nulle pour s < Log1,.

En revenant aux coordonnées initiales, on en déduit une solution (u, ¢) du probléme
(6.1.2).

LEMME 6.4.2. 1] existe €y, Ao(K) et Co(K) tels que si le systeme (L, F) verifie
(6.1.5) et a ses coefficients C* bornés, ainsi que leurs dérivées sur QTO X wr, alors
pour A 2 Ay(K), T<T,, (f,8) € W,\’_NT, le probléeme (6.1.2) posséde une solution
(u, ¢) € W)\, qui vérifie I’inégalité d énergie 6.3.10.

PREUVE. C*(Q7) et C®(w;) sont denses dans Hf | ,(97) et Hf(wr). On
approche alors ( f, g) par une suite (f;, g;) € C*(Q,) X C*(wy) et le Lemme 6.4.1
permet de trouver (u;, ¢;) tels que

(6.4.3) Lu;=f, F(Yuj*d)j) =&

et (u;, )€ W’T pour tout / et tout p. L’inégalité (6.3.10) se prolonge par
continuité & Hy !, (R7) X HY}(w7), et on en déduit que

(6.4.4) N Cuyo )y a7 < CNF, gllnon. s

Quitte & extraire une sous suite, on en déduit que (_ u;, §;) converge vers une limite
(u, ¢), faiblement dans W,", et fortement dans C'(2;) X C'(&;). Le Lemme 6.4.2
s’en déduit par passage a la limite dans (6.4.3) et (6.4.4).

LEMME 6.4.3. On peut supprimer dans le Lemme 6.4.2, I’hypothése de régularité C*
des coefficients.

PREUVE. On approche les coefficients de (L, F) par des coefficients C*, construi-
sant des systémes (L;, F;). Pour j assez grand on a

(6.4.5) e(L,,F)<2(L,F), |L,,F|,<|L, Fly+1.

AR

Pour (f, g) € W™, si e(L, F) est assez petit, le Lemme 6.4.3 fournit une solution
(u;,¢;) au probléme

(6.4.6) Lu,=f,  F(yu.¢,)=g¢
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En méme temps, pour A assez grand on a

f’ gmN,)\.T

(6.4.7) ey @l x.- < €I

avec C indépendant de j. Le Lemme 6.4.3 se déduit & nouveau par passage a la
limite dans (6.4.6) (6.4.7).

Le Lemme 6.4.3 achéve la démonstration de la partie existence du Théoréme 6.1.1.

(2) Unicité. Notons 9,  I'espace des (u,¢) € L3, ,(27) X Hy, (wr) tels que
Lu € L}_, ,(Q;) et yu € Li(w, (on notera que si u € L3, ,, et Lu € L5_, ; les
yu sont bien définies).

Notons aussi 9,  le sous-espace des fonctions & support compact dans 2, et @
et nulles au voisinage d Paréte x = y = Oet r = 0.

Par troncature, il est clair 9, ; est dense dans 2, ;. En dehors d laréte les
solutions faibles sont solutions fortes, et on en déduit que W, ;. est dense dans 9, 7.

L’inégalité d’énergie (6.3.1) se prolonge donc a W) ; puis & 2, r, ce qui assure
I'unicité dans 2, ; de la solution du probleme (6.2.1).

7. Le probléme de Goursat non linéaire. Dans cette partie nous donnons la
démonstration du Théoréme 3.3.1. On procéde en deux étapes: on construit d’abord
une solution approchée au sens du développement de Taylor sur ’aréte, puis, par un
schéma itératif basé sur le Théoréme 6.1.1, on construit une solution exacte.

7.1. Solution approchée—choix des paramétres. On utilise les notations du para-
graphe 3.3, et on considére un systéme (3.3.3) vérifiant les hypothéses indiquées.

Si ¢ est définie sur w, il sera commode de noter

1) o) = (300, (2)00.780.5(% | 0057 E )

avec la convention (3.1.1), de sorte que les coefficients A(u,¢) de L sont des
fonctions C* au voisinage de I'origine de x, u(x), j¢(x). On introduit alors 'espace
W, des (u,¢) € HV(Q;) X N¥*Y(w,) tels que yu € HN¥(w;) et jo € HN(Q,),
muni de 1a norme

(7.1.2) ”“’ ¢” wy llu ”HN(QT) + ”Y“”H”(‘»T) + ”¢' ”H”*'(«;T) + ”]¢ ”HN(QT)‘
On notera aussi

(7-1-3) eT(u, ¢‘) = ”u“L‘”(QT) + |l¢||L°°(w7-) + "qu ||L°°(wr) + ” Jj$ ”Lx(QT)’

On se donne maintenant une fonction x € C°(R), qui vaut 1 pour |z| < 5 et
nulle pour |z| > 1. Pour p > 0 on note

(7.1.4) AP(u,¢) = A(x,y,2x(z/p). u, jo),
Fr(yu,¢) =F(1,2x(z/p), Yyu, v, ¢),

et LP(u,¢) lopérateur A°(u,$)(d/dx)+ B°(u,¢)0/0y) + C°(u,¢)(d/0z), de
sorte qu’il nous suffit de résoudre pour p assez petit

(7.1.5) L°(u,¢) =0, F*(u,¢)=0; ¢,,=0.
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Nous noterons Ff, , le systéme obtenu par différentiation de #* autour de
(vu, ¢)
d
Fuolyo¥) = 20 Frlyut sy +5¥),

et on écrira
(7.1.6)

o v
Floo(yo. %) = 1P(yu, ¢) - + p*(vu,9) 5— + q°(yu, $)¥ + m*(yu,$) - yo.
Pour résoudre (7.1.5) nous étudierons les problémes linéarisés suivants:
(7.1.7) L°(u,p)v="f, Ff o (yo,¥)=g; ¥,_,=0,
qui sont du type (6.1.1). En particulier, si on fige a l'origine les coefficients du
linéarisé autour de yu = 0, ¢ = 0, on obtient le systéme (L, F) introduit en (3.3.6)
(3.3.7).
Pour construire la solution approchée, nous ferons usage des systémes

L§(u,8)0 = 4°(u.6) 22 + Bo(u.9) 32

(7.1.8) x Y
34

Fyu (0, %) = 1°(u,0) 7= + m*(u, ¢) yo,

qui sont du type (4.1.1) (4.1.2), si 'on considére la variable z come paramétre. De
méme on note
v

¥
(7.1.9) Loyv =47 +Ba— i(yv,‘l’)=lw + myv.

Le Théoréme 4.1.1 associe au systéme (L, Fy) un réel ¢, > 0, alors que le
Théoréme 6.1.1 associe a (L, F) un ¢, > 0 et des fonctions A o(K ), Co(K ). On peut
bien suir prendre le méme g,

La forme (7.1.4) des coefficients de L* et F*, montre que

LeMME 7.1.1. Il existe p* > 0, e* > 0 et T, > O tels que pour tout (u,¢) € Wr,
vérifiant
(7.1.10) er(u,9) < 2e*
alors, pour p < p* on a:
e(LP(u, ), F, vu, ¢) €95 E(Lg(“’¢)’F<f(yu.¢>) S &
En outre il existe une fonction K, continue sur 10, p*[ X[0, o[, telle que

(7.1.11) Lo (u, ), F2, 4]y < K(0, llu, 0llwy, ).

Dans ce lemme sont utilisées les notations e(L, F) et ||L, F||, introduites aux
paragraphes 4.1 et 6.1.

PROPOSITION 7.1.2. Pour tout € > 0, il existe des constantes p €10, p*] et M, et une
suite (u,¢;) € C*(R) X C*(®) a support dans QTo, et &, el telles que

f=LP(u;,¢,) = O((x +y)j) ( pour x +y — 0),
6= F(u.8) = 0(*)  (pourt—0),

(7.1.12)
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(7113) eTo(uj’ ¢j) S E,
(7.1.14) . &, < M.

PREUVE. Considérons la fonction qui a (z,v,7’,7”) € R X R> X R X R associe
(F(0, z,v,(1',0),0), F"(0,z,0,(7"”,0),0) € R Sa différentielle a l'origine par
rapport aux variables (v, 7) est

(8v,87) > (87' U+ m'dv, 87717 + m"Sv).

11 résulte de 'hypothése (v) que cette différentielle est bijective et, avec (3.3.5), le
théoréme des fonctions implicites permet de trouver des fonctions v(z) et 7(z), C*®
au voisinage de I’origine, et telles que

.97'(0, z,v(z), (7'(2),0),0) =0,
(7.1.15) 9"’(0,z,v(z),(f"(z),O),O) =0,
v(0)=0; 7(0)=0.
Si p est assez petit, les fonctions
(7.1.16) ug(x, y,2) = v(zx(z/p)), &(t,2) = tr(zx(z/p)),
sont définies et C* sur et @, vérifient

(7.1.17) er, (49, o) < e,
et (7.1.15) implique que
(7.1.18) F*(ug, ) 11=0 = 0.

Pour simplifier notons L, = L§(ug, b), Fo = F§(4u,.4,)- On peut toujours sup-
poser que € < ¢* et p < p*, si bien que &(L,, Fy) < g, d’aprés le lemme 7.1.1. Le
Théoréeme 4.1.1 permet alors de définir par récurrence une suite (u,,¢,) de la
maniére suivante:

(7.1.19) Uy = U, + 0V, G =0, + ¥,
LOUn _Lp(un’¢n)un’
Fo(YU",‘I'”) = _‘g-p(yun’ ¢n); \I’n|1=0 = O

On obtient immédiatement par récurrence que (u,, ¢,) € C°°(&_270) X C*(wr,), et
que (u,, ¢,) = 0 pour |z| > p. Montrons par récurrence que (7.1.12) est satisfait et
que u, — uy= O(x +y), ¢, — ¢, = O(t?). Pour n = 0 cela résulte de (7.1.18). Si
cela est vrai a 'ordre n, alors, d’aprés le Théoréme 4.1.1 on a
(7.1.20) o, =0((x +y)""), ¥, =0(""?).

Maintenant on écrit que

fn+l = (L(un+l’¢n+l) - Lp(un’ ¢n))un+1 +(Lp(un’¢n) - LO)vn'

On tire de (7.1.20) que j¥,= O((x + y)"*"), puis que AP(u,.1,¢,41) —
AP(u,. ¢,) = O((x + »)"*'). De méme j(¢, — ¢g) = O(t) et A°(u,, ¢,) —
AP(uy, ¢g) = O(x + y). Ecrivant que v, v, = O(x + y)") et 9du,/0z =
O((x + y)"*') on obtient finalement que f,,, = O((x + y)"*!).
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De méme on écrit que

En+1 T (FYPu,,.¢,, - FO)(YUH’\I,H) + 0(|'YU,,|2 +|\I’n|2)*

et avec (7.1.20) et I'annulation yu, — yu, = O(t), ¢, — ¢, = O(t*) on en déduit
que g, = O(tn+2)'

Pour satisfaire a (7.1.13), (7.1.14) on modifie la suite (u,, ¢,), en posant, pour
n> N,

(7.1.21) u:=x(x8:y)u,v+x(x;y)(u,,—uN),

n

ot = x[ 30w+ x( 5 (6, 0.

ou x € C§(R) vaut 1 au voisinage de 'origine.
Puisque u, — uy = O(x + y), que ¢ — ¢, = O(1?) et que

oN (2%

i +y
J¢=‘}§'= (x6 )J¢N+O( s V‘M‘v‘: (8 )V¢N+O( )*

on voit, avec (7.1.17), que si 8, est assez petit, on a

(7.1.22) e(uk,o%) < Koe

ou K, ne dépend que de la fonction de troncature x.
Maintenant, on a u, — uy = O((x + y)"*!) et ¢, — ¢ = O(t¥*?). On peut
donc choisir 8, assez petit pour que

(7.1.23) e(u* — ut,of — o%) <e, ”u;‘,‘ —uj. oy — ‘i”x’“Wn, <1

(7.1.13) résulte de (7.1.22), (7.1.23), en changeant ¢ en ¢/(K, + 1) et (7.1.23)
conduit a (7.1.14) en posant M = 1 + [[u}, ¢X|lw, -

LEMME 7.1.3. 1l existe une constante H telle que pour tout X, et tout ¢ € H{'\'(wr, ),

onajp € HY, | ,,(Qr,) et

liollv.a+1/2.7, < Hll¢lIn+1a+1.7;-

PREUVE. On remarque d’abord que 'opérateur (3.3.1) ¢ — ¢ est continu de H:
dans Hf, ,. Pour ¢ € H{}}' on a vo € HY, ¢/1€ H{"! et v(¢/1)€ H{_ .
Enfin pour u € HN(SZT“) on a clairement xu et yu € HY, +1- La composition de ces
différents opérateurs donne le lemme.

En utilisant le plongement trivial HY =< H" pour A > N, on obtient

COROLLAIRE 7.1.4. 1l existe une constante H, telle que pour tout X > N, et tout
(v, W) e WAA,,T“* ona(v,¥)€ Wy et

(o, ¥) u,, <
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Nous sommes maintenant en mesure de procéder au

Choix des parametres. Les constantes p*, ¢* et T, sont fixées par le Lemme 7.1.1.
La Proposition 7.1.2, appliquée a ¢ = ¢* détermine p, que I'on peut supposer < p*,
M, et une suite (u,, ¢;) véfrifiant (7.1.13), (7.1.14). Avec la fonction K du Lemme
7.1.1 et la constante H, du Corollaire 7.1.4, posons K = K(p, M + H,). Enfin, 4 ce
K, sont associées des constantes A, = Ay(K) et C, = Cy(K). Fixons maintenant
J = Max{Ay(K), N} +1; appelons (u,, $,) la fonctions (u;,¢;) et A=/ —1,0na
alors

(7124) sTO(ua’qba) < 8*’ “ua’ ¢a||WTO < M’
(7.1.25) fu=—-L(u,, ¢,)u, € H)fv+1/2(9n,)’
8, = _gP(Yuaa ¢a) € H)}\V+l(wT0)'

En outre, ces choix étant faits, on peut résoudre le probléme linéairisé (7.1.7) de la
maniére suivante:

PROPOSITION 7.1.5. Pour tout (v, ¥) € Wy, veérifiant

(7.1.26) er(v,¥) <e*, |

0, ¥ lyar, <1,

et pour tout (f,g)€ W)f.kr(,» k<N, si l’on pose u=u,+v, et p=¢,+ V¥, le
probleme

(7.1.27) L°(u,o)w =/, Ff o (yw,0)=g, 8,,=0,
posséde une solution (w,8) € W¥ 1,» qui vérifie pour T < T,
(7.1.28) llw. 0l .7 < Goll £ gl

Cette proposition résulte en effet du Théoréme 6.1.1, que 'on peut appliquer grace
au Lemme 7.1.1 et au Corollaire 7.1.4.

7.2. Schema iteratif. p étant fixé, nous noterons maintenant L, F 2 la place de L,
FP?, etc. Nous définissons une suite (u,,, ¢,) par le schéma itératif suivant: (u,, ¢y) =

(u,, ¢,)et
(721) un=u0+vn’ Un=ET(Wn)|Q-,-’
o ¢n=¢a+\PN’ \I'n=ET(0n)|wT’

avec

L(un’¢n)wn+1 = _L(un’d)n)ua =fn’
(722) Fyu,,.¢,,(ywn+1’0n+l) = _‘g‘-(yun’(bn) + Fyu,,.¢,,(yvn’\Pn) = &n>
0 =0,

n+1,.0

ou T est un paramétre a choisir dans ]0,7;[ et E; un opérateur d’extension,
introduit au Lemme 5.1.2, opérant de HY() dans H{(Q) pour k < N + 1, et de
H{(w;) dans H,’f(wro). La construction du Lemme £.1.2 montre que I'on peut faire
en sorte que y E; u = Eryu, et on utilisera le fait que E; opére de W)Y, dans W),
avec une norme majorée par une constante H,, indépendante de T < Tj et de A.
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PROPOSITION 7.2.1. Il existe T* €10, T,)] tel que, pour T < T*, il existe une suite
(u,,,) vérifiant (1.2.1) (1.2.2) et

(7'2'3) £T0(Un"Pn) < 8*’ ”l Un7\I,n I”N,)\,TO < 1.

PREUVE. Par récurrence sur n. Supposons que I’on ait (7.2.3). On a

(7.2.4) fo=fo+(L(u,9,) = L(u,,9,))u,

(u,, ¢,) € C°°(§TO) X C*(wr,), et a son support dans QTM X @r, . Avec (7.2.3), on
peut appliquer la Proposition 5.4.2 et conclure que

[ A(u,,¢,) = A(uy 0,) Iv.r-1,2.7 {”U Iva-1.7 1 7% v a-1,2.7 }
avec C indépendant de A, T’ et n. On tire alors du Lemme 7.1.3 I’estimation

(7.2.5) Hflva-rer < C{I fulva-1ar + o Callyarr )
Puisque f, € HY, | /2(QT0) et que I'on a supposé (7.2.3), on obtient ’estimation
(7.2.6) I fllvx-1j2.r < G T

avec C, indépendant de T’ et n.
Par ailleurs on a

gn-#l = ga - {F(Yu,,,d),,) (Yua’¢ ) yu ¢"(yvnaq’ )}

et la Proposition 5.4.2 permet d’en déduire que

(7.2.7) I gpe1 — gu”NZ)\ 1.7 {”YU “N)\T +, ”N+1A+1T}
Puisque2A — 1> A+ letque g, € H{"H(wr ), on en tire, avec (7.2.3), que

(7.2.9) "gn+1||N AT S < GT’

La Proposition 7.1.5 permet, grace a (7.2.3), de résoudre le probléme (7.2.2), et on
trouve une solution (w,,,0,,,) qui, d’aprés (7.2.6) et (7.2.9) vérifie pour tout
T'< T,

(7.2.10) Wit i llly a7 < GT
La fonction (v, ,, ¢, ) Vvérifie alors
€T0(0n+1’\1,n+1) < Cllv,s 1o ¥irllvar, < GGHT,

et (7.2.3) a 'ordre n + 1 en résulte pourvu que T < T* = Inf(1/C,H,, e* /C,C3 H,).
Nous étudions maintenant la convergence du schéma (7.2.1), (7.2.2). Celle-ci
résulutera de la proposition suivante

PROPOSITION 7.2.2. Il existe une constante C, telle que pour tout T < T*, la suite
(u,, ¢,) définie par (1.2.1), (1.2.2) vérifie

mun+2 - un+l’¢n+2 n+l|”N 1.AT S CT”lurH-l - un’¢n+1 - ¢n”|N—I,>\,T‘

PREUVE. Posons a, = u,., — u,, a, = ¢,., — ¢, et
(7.2.11) b, = L(un+l’ ¢n+1)an+h B, = Fvu.,+|.¢,.+|(‘ya"+1’a"+1)'




INTERACTION DE DEUX CHOCS 469

Puisque v, = w, sur & etque ¥, = §, sur w;,ona
(7.212) b, = (L(un’¢n) — L(tyi159041))Uysy SUr Op,
~F (Y1, $ne1) + F (Yty, 6,) + F, yu, ¢(Y‘1m @,) surwr.
D’aprés la Proposition 7.2.1, la suite (u,, ¢,) est borné dans Wr,. On déduit de la
Proposition 5.4.2 et du Lemme 7.1.3 que 'on a
lA(u,, 6,) = A(tys1,00s0) Iv-1.2-1/2.7 < Cll @y, @, w1 a-1.7

La Proposition 7.2.1 implique aussi que ||V u,,|| H' (@) €S borné, et la Proposi-
tion 5.3.1 conduit a la majoration

(7-2~13) || ||N LA-12,T S Cl”an’a I”N LA-1,T S CT”lan’a INN 1AT*

De méme la Proposition 5.4.2 implique que
I1Bully-1.22-1.7 < {“ya ”N war Flla, "N)\+l T}

2
< Clla,, o, llv-1.x.7-

Puisque 2\ — 1 > A + 1, et que la suite (a,,a,) est bornée dans W,'7!, on en
déduit la majoration

(7'2'14) “B ”N 1LATS CT'"an’anmN 1.AT*

La Proposition 7.2.1 permet d’appliquer la Proposition 7.1.5 au systéme (7.2.11).
On a donc

I”an+l’ n+1|||N IATS C0|||b,,,B "lN 1A T

ce qui, compte tenu de (7.2.13), (7.2.14), achéve la démonstration de la Proposition
7.2.2.

Démonstration du Théoréme 3.3.1. La constante C étant celle déterminée a la
Proposition 7.2.2, on choisit T < Inf{T*,1/2C}. Le schéma itératif (7.2.1) (7.2.2)
fournit une suite (u,,¢,) = (u,,9,) + (v,,¥,) bornée dans Wy, avec (v,,¥,) de
Cauchy dans W,V;!. La limite (u,¢) = (u,,¢,) + (v, ¥) est donc dans I'espace
W, c C¥(Q;) X C3(&;), et la convergence a lieu dans C'(Q,) X C*(@,). Passant 2
la limite dans (7.2.2) tenant compte du fait que w, = v, sur £, et que 6, = ¥, sur
w7, ON voit que

L(u,¢)v=—L(u,p)u, surQp,
F(yu,9)=0 sur wy.

(u, ¢) est donc solution du probléme (7.1.5) sur £, X wy, et solution du probléme
initial (3.3.3) sur Q7 , », X w7, -

Appendice A—stabilité des chocs faibles. Le but de cet appendice est de vérifier,
que pour un systeme strictement hyperbolique vraiment non linéaire les chocs faibles
sont uniformément stables.

A.1. Condition de Lopatinski uniforme pour un systéme 2 X 2. Selon A. Majda [7],
la stabilité des chocs plans conduit a expliciter la condition de Lopatinski pour un
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systéme de la forme

du du du
Lu—gt—+A$+B@—f pour x > 0,
(A.1.1) o o
qu@)=fg-+p§;+AwFo=&

ou les matrices réelles 4 et B sont constantes, ainsi que les vecteurs / et p.
L est supposé strictement hyperbolique dans la direction 9, et A est supposée
avoir deux valeurs propres réelles A et p telles que

(A.1.2) A<0<p.

Sans nuire a la généralité, nous supposerons A diagonale; nous noterons alors [§ §
la matrice B, I’hypothése d’hyperbolicité stricte se traduisant simplement par la
condition

(A.1.3) be >0

Pour 7 € C vérifiant Im7 < 0 et pour n € R, avec || + || # 0 'équation en &,
det(71d + £4 + nB) = 0 posséde une unique racine £,(7,7m) dans le demi-plan
Im £ > 0, et espace propre E,(7,m) = Ker(71d + £, 4 + nB) est de dimension 1.
En outre, £, et E, ont des limites lorsque ImT — 0, pour |7| + 37| # 0. Alors, la
condition de Lopatinski uniforme pour le systéme (A.1.1) s’écrit

(L)

Pour tout 7 € C, Im7 < 0 et tout n € R avec |7| + [n] # 0,
I+ np & AE (7.7).

Notons

HERM

les composantes de / et p (dans la base de diagonalisation de A4). On introduit les
quantités suivantes

_2balN o _ [
K S AR

£[1P2_P1[2, 0 P
B 7o l p—A

(A.1.4)
o:—; g =

LEMME A.1. Sous les hypotheses suivantes:
i #0,
(i) b(l, p; = p1l3) > 0,
(i) 0] < To,
(iv) Sy > (0 + p/(Ty = 8)) et S, > (p/(T, + 8) = o),
le systéeme (A.1.1) vérifie la condition de Lopatinski uniforme (L).

REMARQUE. La condition (i) est nécessaire, et si (i) et (ii) sont satisfaits, (iii) et (iv)
deviennent nécessaires et suffisants pour la condition (L).
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PREUVE. (1) pour n =0ona ¢,= —7/p, E.=C®) et 7/ &€ AE, par la condi-
tion (1).

2)Ona ¢, (—7,—n)=—¢&,(r,m), E.(—7m) = E,(7,7). Par homogénéité, il
nous suffit donc de montrer que V7 € C, Im 70,7+ p¢& AE (7,1).

Cela revient a dire que ’équation

(A.1.5) E.(r,1)(7l+p)+(rld+ B)A (7l +p)=0
n’admet pas de solution 7 avec Im7 < 0.
L’équation (A.1.5) implique que
+
£(rhy 4 p) #(T (ot + pa) + (el + ) = 0.

Donc si 7 est solution de (A.1.5), on a d’abord (1-11 + p,;) # 0 par la condition (ii),
et ensuite

7+a+_q_1_2+5111’2—1’112 1
phoop 2 T+p/l

Notons f(7) le membre de droite de (A.1.6). La condition (ii), (A.1.2) et (A.1.3)
impliquent que Im f(7) > 0 pour Im7 < 0; par conséquent I’équation (A.1.5) n’a
pas de solution pour Im7 < 0.

(3) On sait déja que si 7 réel est solution de (A.1.5) alors 7 # p, /I, et £.(1,1) =
—f(7) est réel.

On simplifie les calculs en posant
Ad — pa a—d
% £-X+“_)\.

L’équation det(7 + §4 + nB) = 0 s’écrit, pour n = 1, AX + TYpX + T) = bc,
et la fonction X, (T), correspondant a £ (7, 1), est non réelle pour |T| < T, réelle
pour |T|> T,, décroissante sur chaque intervalle | — oo, —T;] et ]T;, + oo, et
asymptote a la droite p X + T = 0. Aprés le changement (A.1.7), (A.1.6) devient,
avec les notations (A.1.4).

(A.1.8) X, (T)=—-F(T)
ou F(T)=T/A+06+p/(T—-9).
On a déja dit que (A.1.8) n’a pas de solution T dans lintervalle | — T, T;[; la

condition (iii) assure que F est définie et strictement décroisante sur | — oo, Tj] et
[T, oo[; la condition (iv) traduit que

(A.1.6) — £, (r,1) =

(A.1.7) r=T+

A+
X+(T0)= 2}\“T < F(TO)»

X, (- T)-““To _F(-T,),

et par conséquent (A.1.8) n’a pas non plus de solution sur |T| > T;
A.2. Chocs faibles. Considérons un systéme de deux lois de conservation

(A.2.1) a“ axf(“)+ 3 g(u)-O
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et un choc plan

u._ pour x < ot,
(A'2'2) “= {u+ pour x > ot.
On a donc
(A.2.3) ou,—u_)=f(u,)—f(u_).

Notons A*, B* [resp. A~, B7], les matrrices f’(u,), g'(u,) [resp. f'(u_),
g’(u_)]. On supose que les opérateurs L, = d,/0t + A*(3/dx) + B*(3/dy) sont
strictement hyperboliques dans la direction 9,. Enfin on note AY < A% les valeurs
propres de A*.

Suivant Lax [5] on dit que (A.2.2) est un 1-choc si 'on a

(A.2.4) Af <o <A et o<Aj
et que c’est un 2-choc si
(A.2.5) A} <o<A; et a>A[.

Selon A. Majda [7], le 1-choc [resp. 2-choc] est uniformément stable, si le
probléme suivant satisfait a la condition de Lopatinski uniforme:

@+(A+—o)a—v+ +B+a—v=f pour x > 0,

at 0x dy
(A.2.6) 3¢ 36

(= )+ (g(u) = g ) G2 (A = 0oy = 8.
[resp.

v _\ v _dv

§+(0—A )'g'ﬁ'B $=f pour x > 0,
(A2.7)

(o= )+ (8(u,) = 8w ) §E+ (A= 0)o o= g .

Donnons-nous maintenant u, € R?; supposons que L, = 3,/ + f'(uy)(3,/3x) +
g'(uy)(d/0y) est strictement hyperbolique dans la direction d,. Supposons aussi que
f’(u) est vraiment non linéaire, au voisinage de u,, c’est a dire que

r,-grand A, # 0 pouri=1,2

en désignant par A;(u) < A,(u) et r(u), r,(u) les valeurs propres et vecteurs
propres de f'(u).

LEMME A.2. Sous les hypotheéses ci-dessus, il existe un voisinage V de u,, tel que tous
les 1-chocs et tous les 2-chocs (A.2.2) avec (u,,u_) € V X V sont uniformément
stables.

PREUVE. Faisons la démonstration pour les 1-chocs. Selon Lax [5], sur un
voisinage v de u,, les couples (u_,u ) formant un 1l-choc sont ceux de la forme
u,=%(e,u_)avec0 < e < gy, ou F est une fonction C*; aprés normalisation on
peut supposer que

(A.2.8) u,—u_=cer(u,)+0(e?), A\ —o=—¢
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On a alors
(A.2.9) g(u,) —g(u_) =eB r(u,) + 0(e?)

Notant [£ ¢] la matrice de B* dans la base ri(u,), r,(u,), on évalue grace a
(A.2.8) et (A.2.9) les quantités introduites en (A.1.4)

2/bc(A3 — o) Vbe 1
0=__——r—+‘/g; SO=—_
AT = A A -0 Ve

be + 0(e); 0=0(e),

-0

o= 0(¢); =
(e); » ¥

Puisque bc et AJ — A{ restent minorés par un nombre strictement positif pour
u, dans un voisinage de u,, un simple calcul montre que les hypothéses du Lemme
A.1 sont vérifiées pour & assez petit.

A. 3. Verification des Remarques 2.1.1 et 2.2.3. Il nous reste a vérifier quel’hypotheése
(H;) est satisfaite pour les chocs faibles, pour un systéme vraiment non linéaire.
Dans la situation (2.1.8) de deux chocs vérifiant (2.1.9) on a, pour des chocs faibles

w* —u=er(u®) + 0(?), u'—u® =7 (u*)+0(n?),
AMu®)—p=-e<0; A(u*)—0=7n>0.

Avec les notations de (H;) on a donc a =8 =1 et 8 = 0(¢), y = 0(n), si bien
que la condition |y8| < |ad]| est trivialement vérifiée pour ¢ et 1 assez petits.

Appendice B. Probléme mixte 2 coefficients C2. Nous indiquons ici une démon-
stration du Théoréme 6.2.1, dont I'idée principale est d’utiliser les méthodes para-
différentielles de J. M. Bony [2] pour obtenir les inégalites d’énergie L?, pour un
probléme a coefficients C2. On améliore ainsi trés légérement le Theoréme 2 de A.
Majda [7].

B.1. Calcul paradifférentiel a paramétre. Nous reprenons d’abord les principales
définitions et les principaux résultats de J. M. Bony [2] et Y. Meyer [9, 10] dans le
cas “4 paramétre”.

Notons x la variable de R" et ¢ la variable duale. Pour A > 1 on note A =
(A’ + |D,|*)}?, et on munit H*® des normes
(B.1.1) leallen = Nl A%l 2.

Soit x € C*=([0, oo[) a support dans [0, 2], valant 1 sur [0, 1]. Pour j > 0 on pose
(B.12)  8§(D,) =x(27ID,l). 4;A(D,) = x(27/7'A) = x(27A).

Pour p > 0 entier, C* désigne ’espace des fonctions de classe C? sur R”, bornées
ainsi que leurs dérivées. Pour p non entier, C? est I’espace de Holder (uniforme)

usuel sur R". Pour m réel et p > 0, I," désigne I'ensemble des symboles a(x, §, A),
de classe C* en x et C*® en &, et tels que, pour tout a € N” il existe C, pour lequel

(B13)  VEER, VA>T [oa(-. £ 0)]q < Cu(A +18)"7

On désigne par Z)' I'ensemble des symboles ¢ € I, dont la transformée de
Fourier partielle en x, (7, £, A) est supportée dans une région |n| < e(A + |§|) pour
un £ < 1.
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On introduit la fonction
(B.1.4) G(y.&N) = )" [ ev "L S8, (8) dy
qui vérifie
(B.1.5) 102G (-, €. 0) | ey < Cal A +18]) 7

A a € I, on associe le symbole

(B.1.6) oa(x,g,)\)=/G(x—y,g,)\)a(y,g,)\)dy
et il résulte de (B.1.5) et des définitions (B.1.2) que o, € Z7". On note alors T}
l'opérateur o,(x, D,, A). En particulier, si a est une fonction a(x) € C*(R") on a:

(B.1.7) Tru= ) Sj‘z(Dx)aAj.)\(Dx)u
j>2

Convenons de dire qu’une famille R, d’opérateurs est bornée de H* dans H*
uniformément en A, s’il existe une constante C telle que pour tout u € H* et tout
A > lonait Ryu € H* avec ||[R,ull, , < Cllull,

On peut alors énconcer

ProrosITION B.1.1. Soit 0 € 2'", alors pour tout s € R, o(x, D,, \) est borné de
H* dans H*~"™, uniformément en \.

Ce résultat s’applique en particulier aux symboles o, (B.1.6) et on a

PrOPOSITION B.1.2. Soit a € I"; alors T} est borné de H® dans H*~™ uniforme-
ment en \; en outre si p>m>0,T} — a(x, D,,\) est borné de L* dans L?,
uniformément en \.

En outre, on a le calcul symbolique suivant:

PrOPOSITION B.1.3. (i) Soit a € 1" avec p > 1. Alors (Tu)‘)* — T} est borné de H*
dans H*~ ™", uniformément en \.

(i) Soita€ I, b e I‘p'"' avec p > 1. Alors T} o T} — T}, est borné de H* dans
H*~"=""*1 uniformément en X.

Enfin, on a les inégalités de Garding suivantes:
PROPOSITION B.1.4. (i) Soit a € I" avec p > 1, tel que
Rea(x,&,A) > (A + |£])m
Alors existe C et c tels que pour tout A > 1 et tout u € H", on ait
C”u”m/2 A RC(T)\u u) + C“u”(m /2.

(ii) Soit a € I" avec p > 2, tel que Rea(x, £, N) > 0. Alors il existe C tel que pour
tout A > 1 et toutu € H™, on ait

—C]lu“ < Re(Tru,u).

(m=1)/2,A
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Pour la preuve de ces propositions, on renvoie & J. M. Bony [2] et Y. Meyer [9, 10],
I'introduction du paramétre A, suivant les régles indiquées en (B.1.2), (B.1.6), ne
modifiant en rien les démonstrations. Nous allons cependant reprendre la démon-
stration du point (ii) de la Proposition B.1.4, pour bien mettre en évidence le role de
I’hypothése p > 2.

On se raméne d’abord au cas m = 1. Soit alors { une fonction C*®, réelle et paire,
telle que ¢ soit & support compact, et vérifiant: ||{|| ;2 gey = 1. Soit W 'opérateur de
L*(R") dans L2(R*"),

Wu(x,£) = ¢(e)" [ e &(6(§)(x = y))u(y) dy
ol ¢(£) = (A2 + |£*)!/4. L’adjoint W * de W est
WrF(x) = 2m)" [ e % (o(¢)(x = »)) F(5,£)9(§)" dy .
L’opérateur B, = W *aW est positif par construction et on a,
Byu(x) = 2m)”" [ "% (x, y, &, M) u(y) dy s
avec

b(x.y.£.8) = 6(8)" [ {(o(&)(x ~ 2))§(6(£)(z ~ »))a(z, . dz.

On voit que

aﬁyafb(x,y,g,k)lg C;B(A-+|§D“WVH“V2

Cest a dire que b est dans une classe de symboles S} 2 associée a la fonction poids
A + |£|. On en conclut que
(B.1.8) By =b(x,x,D,A) + ¥ (3 D,b)(x,x,D,A) + R,

j=1

ou Ry € S, ,, est borné dans L2, uniformément en A.
Posons b(x,§,A) = b(x,x,§,A) et o(x,§,A) =0,(x,§A).Ona

(B.1.9) b(m, &,0) = o(£)"(£%6)(n/9(£))a(n, &, 0).

Si le support de f est assez petit, b a son support contenu dans Inl < §0(§)
< 3(X + |€)), et sur le support de b, @ = 6. Compte tenu de la parité de { on en
déduit que

(B.110) b(x,£,2) = 0(x,&A) +¢(§)" [ £3((&)(x = 2))6(x,2,6,N) dz

avec

6(x,z,6&,\)=0(z,&, 1) —o(x,&,0) — i (zj - xj)axjo(x,g,A).
j=1

Puisque a € T,, avec p > 2,0ona o € 2} et

3(x,2,6,0) < Colx — z[((A +]¢]) ",




476 GUY METIVIER

Avec (B.1.10), il en résulte que
[38(6 ~ 0)(x,6,A)| < C.(A +18) ™

et par suite que b — o € . Avec la Proposition B.1.1 on en déduit que b(x, D,, \)
— T}est borné dans L* uniformément en A.
Utilisant la parité de { et le méme argument de support qu’en (B.1.9), on a aussi

(D, b)(x,x,&\)
= (&) %(Dz,f)z(qb(e:)(x - 2))(o(z.£.X) = o(x,£,1)) dz

d’ou I'on tire que (D, b)(x x, &N e 2 pulsque(agD b)(x,x,§N) € 2
Finalement, avec (B 1.8), on voit que BA T} est borné dans L? umformement
en A; puisque B est positif par construction, I'inégalité

Re(Tru,u) > C||u||

en résulte.

B.2. Inégalités d’énergie. Nous reprenons les notations du paragraphe 6.2, en
oubliant les tildas. £ est 'ouvert R X ]0,1[XR, et L est un opérateur de la forme
(6.2.1), associé a des conditions aux limites, F(yu, ¢), du type (6.2.2), (L, F) est un
systéme du méme type, a coefficients constants, et vérifiant les hypothéses (a) et

(B).

PROPOSITION B.2.1. I/ existe ¢, > 0 et des fonctions A y(K) et Co(K) telles que si
l’ona

(B.2.1) e(L,F)<ey, ||L Fle<K

alors pour tout X > Ay(K), tout (u,¢) € C&(R X [0,1] X R) X CP(R?) ona
2 2 2 1 2 2

(822) Al +lvully; + ol < GUE) 5Ll + 1 (v o) iz

ou ||u|| ;3 désigne la norme lle>ul| > sur Q, comme sur R?, et

2 2 \1/2
ol = (Iveli +lel)

PREUVE. Notons e(t, z,7,{,A) = (it + A)I'(t, z) + i{p’(¢, z). Les vecteurs [’ et p’
sont indépendants, et donc e’ # 0 pour |7|+ A +[{| # 0, si g, est assez petit.
Notons 7 le projecteur sur C - e:

a(t.z.m. 6 N = (v.e)/le|

Alors, on pose
(B.2.3) k(t,z,7,5,\)= (1 —7(t,z,7,8,N)m’(1, 2).
Enfin, on introduit

(B2.4)  r(1.8,2,m,¢ ) =G (1,6, 2){(ir + \)Id + i¥C(1,8, z)).
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L’hypothése de stabilité uniforme pour le probléme (6.2.3) implique I’existence
d’un symétriseur de Kreiss [4], s(¢, 0, z, 7, {, \), défini pour @ assez petit de classe C?
en (1,0, z), C* et homogéne de degré 0 en (7,{,A) € R*/0 (cf. A. Majda [7]). Ce
symétriseur vérifie

(1) s=s*,
(B.2.5) (i1) il existe Cy > O tel que sr + r*s > AC, Id,
(iii) il existe C, et C; tels que, pour § = 0, on ait s + C;k*k > C; 1d.

Enfin on introduit les symboles e, 7, k;, ; et s, obtenus en substituant p(¢){ a
§. Ils vérifient encore (B.2.5).

Notons ici x = (¢, z), et considérons s; comme un symbole de I’ en x, dépendant

de fagon continue de 8 € [0, §,]. On a aussi 3s,/00 € T'}.
L’opérateur e~ GLe™ s'écrit

(B.2.6) 9/90 + r,(t,0,z,D,,D,,\),
et, avec la Proposition B.1.2 il s’écrit
(B.2.7) Ly=123/30 + T} + R,

avec R, borné dans L?, uniformément en A.

Posons S = %(Tsl" + (T,f‘)*)- Alors [9/36, S1= 3(Ty,, sa9 + (Tss,/26)*), €5t borné
dans L?, uniformément en A.

Pour u € C°(R X [0, 8,[ XR), en intégrant Re SL,uu sur £, on obtient, grace au
calcul symbolique de la Proposition B.1.3 et a (B.2.5)

(B.2.8) Allull} +|

2 2
vy < C{l Laulollully, + |T2vullo +luly + vl

et on en tire, que pour A assez grand

2
(B.2.9) Mull , +]

Y'u |(2).x < C{ N Lyu ||§,>\ + ||Tk)‘7“”(2>.x}
On a aussi e MF'(y'eMu, eM¢’) = F{(y'u, ¢') avec

(B2.10)  F{(vu,¢) =T + Txv'u+ O(|¢ 2 +[v'u]-1.n)-
Puisque (1 — m)e; =0ona

(B.2.11) Tov'u =T, F(y'u,¢) + (|

o™t ”YI“"—L)\)-
De méme, puisque ete, est elliptique de degré 2, on a

(B2.12) lohia < (726, +[#]o)

o]

< C{| E(y'u.¢) o +1v'ullo +11¢'llo}
On déduit de (B.2.9) (B.2.11) que, pour A assez grand

2 2
Nl +lvuls < (A Lyulls + | Fu(ru,¢) o + |1}
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et avec (B.2.12) on obtient I'estimation (B.2.2) pour u € C§*(R X [0,8,[XR), ¢ €
C&(RY).

De méme, I’hypothése de stabilité pour le probléme (6.2.4), conduit a I’estimation
(B.2.2) pour u € C(R X ]6,,1] X Ry et ¢” € CZ(R?).

Enfin, en utilisant un symétriseur paradifférentiel en (8, z) que on construit
grace ’hypothése de stricte hyperbolicité de L, on établit (B.2.2) pour u € C5°().

La Proposition B.2.1, s’en déduit par partition de 'unité en 6.

B.3. Existence—regularité des solutions. Pour le probléme

(B.3.1) Lu=f, F(yu,¢) = g.
A. Majda [7] a montré I'existence d’une solution par une méthode de régularisation.
Une méthode classique de dualité conduit aussi au résultat.

Supposons d’abord que le coefficient g de (6.2.2) soit identiquement nul. Alors, /'
et p’ [resp. [” et p”] étant linéairement indépendants (pour e, assez petit),
I’équation F(yu,$) = g, peut se mettre sous la forme

(B3.2) vqb/ + M'y'u — hl, V(i)// + M//,Y//u — h”,
ou h s’exprime linéairement en fonction de g.

Ce systéme est un systéme surdéterminé en (¢, ¢”’); les conditions de compatibi-
lité s’écrivent
(B.3.3) rot( M'y'u—h’) =0, rot( M"y"u—h")=0,
si, pour w = (w;,w,), rotw = dw,/dt — dw, /dz.

Posons H'(t,z) = G¥(1,0,z), H"(t,z) = —G¥(,1,z), N'=(M"*)'H' et N”
= (M"*)"'H”. Formellement on
(B.3.4) (Lu,v)r2a —(u, L*) 20y = —(Y'u, H'y) 2y = (Y"u, H'Y'0) 122,
et
(B.3.5) (Lu,v) 29y + (Myu, Nyvo) 2wy = (4, L*) 12(g).

Si I'on note div(w;,w,) = dw, /3t + dw,/0z, le probleme (L*,divN,) est adjoint
au probléme (L,rot M), et vérifie donc la condition de Lopatinski uniforme
rétrograde (le caractére différentiel ou pseudodifférentiel des conditions aux limites,
n’intervient pas dans la formulation algébrique de cette condition). On en déduit,
que pour A assez grand on a

2 2 C 2
(B.3.6) Mollys, +lvoliz, < S L%]s,

pour tout v dans I'espace & des fonctions de H!, telles que divNyv = 0.
Pour (f, h) € L3(Q) X L3(R?), on en déduit I'existence d’'un u € L(Q) tel que

(f,v) 2@ + (B, Nyo) 2@y = (4, L*0) 120

pour tout v € & Par identification on a Lu =fe€ L3(Q) et donc e Myu e
H~'/2(R?). Par comparaison avec (B.3.5) on voit que

Vo € CP(R?)divp =0, (Myu—h,¢)pw)=0
et par suite il existe ¢ € eMH/2(R?) tel que V¢ — Myu = h.
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Lorsque les coefficients de L et F sont C*, et lorsque (f, h) € C(Q) X CF(R?),
les méthodes classiques de régularisation (cf. par exemple Chazarain-Piriou [3,
Chapitre VII, Proposition 6.8]) montrent que (u,¢) € C* et vérifie les inégalités
d’énergie (B.2.2).

Par régularisation de ( f, g), puis des coefficients des (L, F'), on en tire

PRrOPOSITION B.3.1. Supposons q = 0 Alors il existe ey > 0, Ay(K) et Co(K) tels
que si (L, F) satisfait a (B.2.1), alors pour tout A > \y(K), tout (f,g) € L3(R) X
L2(R?) il existe un unique (u,$) € L3(Q) X HX(Q) solution de (B.3.1). En outre
yu € L3(R?) et I’estimation (B.2.2) est satisfaite. 3

Enfin, si (f,g) C C&(R) X CP(R?), alors (u,¢) € C®(2) X C*(R?).

Maintenant, I’estimation (B.2.2) et un simple argument de perturbation, permet-
tent de supprimer la condition g = 0.

Pour achever la démonstration du Théoréme 6.2.1, il faut vérifier que, si (f, g) = 0,
pour ¢ < A, il en est de méme pour (u, ¢), et obtenir les inégalités d’énergie localisées
sur ¢ < T, (6.2.7). Ces deux points sont des conséquences classiques de (B.2.2) et du
résultat d’existence et d’unicité.
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